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Physics. — La pression du toit sur le charbon prés du front dans les 
exploitations par tailles chassantes. Troisitme Chapitre. I]. Par 
F, K,. TH. VAN ITERSON. 


(Communicated at the meeting of January 25, 1941.) 


§ 4. L’équilibre a frottement interne autour d'un puits ou d'un tunnel dans 
le massif de débris rocheux ou dans une autre matiére incohérente. 


Dans le paragraphe précédent nous avons pris connaissance de la 
différence énorme entre la poussée de terre horizontale active (étirage dans 
le sens vertical de la masse incohérente) et la poussée passive (compression 
horizontale) qui p.e. pour le schiste (talus @—=45°) se rapportent de 
12540) 

Or c'est comme nous le verrons la poussée active, toujours peu impor- 
tante, comparée a la pression statique a la méme profondeur, pour laquelle 
nous avons a établir les dimensions des souténements dans les galeries de 
mines et les chantiers. 

Notre théorie date de 1930. Une erreur de calcul s’y était alors glissée, 
que CAMPUS, professeur a l'Université de Liége a rectifiée 1). 

Nous supposors qu'on creuse un puits ou une galerie cylindrique dans 
le massif incohérent ou régne la pression statique homogéne p—yAh, 
h étant la profondeur, y le poids spécifique du terrain. Nous appelons p; 
la pression intérieure exercée par le garnissage contre la paroi. Pour ce cas 
les figures 13 et 14 représentent les lignes de glissement dans la partie 


2sine 1 2sine 
1+ sine Ti yas ezl=—sing Ee 
Or — 1 Xo Ot — Pi | — Xo Op 
— sino c ~ 1+sino i 
Fig. 13. Lignes de glissement autour Fig. 14. Lignes de Fn autour 
d'une cavité cylindrique exercant une d'une cavité cylindrique exercant une 
pression passive sur le revétement pression active sur le revétement intérieur. 
intérieur. 


1) ,,De Ingenieur’’, 1930, No. 40 M, p. 20 et No. 52M, p. 31, Theorie van het in den 
grond boren met zware spoeling, etc. 

Voir aussi ,,Les Cuvelages’” par DENOEL. Paris 1935, Deo. 

Handbuch der Physik, Bd. VI, p. 495, 31. Isogonale Gleitflachenfelder, 
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meuble de la terre pour la poussée passive et active du revétement. Les 
formules pour les pressions radiales et tangentielles des deux cas sont 
inscrites, Les lignes sont des spirales logarithmiques. 

Autour de la partie en équilibre par frottement interne régne la distri- 
bution des pressions selon LAME 1), 

Nous calculons pour le cas de la pression active, la seule qui intéresse 
le mineur, jusqu’a quel rayon r les glissements s’étendent. Autour de cette 
limite les formules de |'élasticité s’appliquent et il existe entre o, et o; la 
1 — sino 
1+ sino 
les deux pressions radiales sont les mémes, donc pour ce rayon r; on a 
6, = (1—sin @)p et o¢= (1 + sin @)p. Combinée avec la formule indiquée 
au dessous de la figure 14 on obtient pour la pression sur le revétement du 
tunnel ou du puits 


relation o, + o;-=2p; dans la masse meuble o, — ot. A la limite 


\ ho Ssine 
p=t—ane)(2) 


La pression sur le revétement est toujours inférieure a la pression statique 
p qui régne dans le terrain vierge et elle devient trés petite quand on permet 
au terrain de glisser sur lui méme jusqu’a une distance r; considérable. La 
moindre pression intérieure p; suffit pour retenir la paroi quand on permet 
des mouvements dans le massif s’étendant a I'infini. 


Maintenant tachons de nous faire une idée de la répartition des pressions 
autour d'une bowette de roulage (figure 15) garnie de cadres métalliques. 

Assez souvent le mur se gonfle considérablement, les étancons s’enfon- 
cent dans le mur, les’ queues se courbent, les fascines derriére les queues 
sont comprimées, éventuellement le remblai entre garnissage et paroi se 
morcéle. On peut s'imaginer que l'ensemble a le pouvoir de répartir égale- 
ment la contrepression de maniére qu’a certaine distance l'ensemble com-~ 
pressible réagit comme un garnissage cylindrique. 


Mais comment fut-il possible de placer les souténements ou de les 
renouveler? A ce moment une petite partie de la paroi était mise a nu. 

Jusqu'ici nous n’avons parlé que des problémes a deux dimensions, mais 
au bout d’une galerie ou a un endroit ot I’on fait l'espace il faut concevoir 
le probléme a trois dimensions, ce qui conduit a des conditions d'équilibre 
trés favorables dans le massif a frottement interne. 

Nous avons remarqué qu'il faut un certain glissement dans le rocher 
afin qu'une pression cylindrique soit légére. Il est donc impérieusement 
nécessaire que l'ensemble du souténement soit compressible. Les étangons 

1) La pression du toit sur le charbon prés du front dans les exploitations par tailles 
chassantes. Proceedings Vol. XLIII, No. 2, 1940, § 3. : 

16 
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en bois sont appointés. Les étancons en acier plus modernes, qui commen-~ 
cent a remplacer le bois de mine, sont coulissants. Sur la figure 16 nous 
représentons I'étangon coulissant, inventé par feu notre ingénieur en chef 


Fig. 15. Section de bowette de roulage entourée de matiére compressible. 


JAcoB PosmA. Cet étangon commence @ coulisser sous une charge de 15 
tonnes. La partie supérieure est conique. A mesure que celle-ci descend la 
résistance a la charge s éléve et peut atteindre 30 tonnes a bout de course. 

Quand la base physique d'un phénoméne est solide il est permis d’appli- 
quer le principe a l’extréme. 

Sur la figure 17 nous représentons l'appareil de sondage pour les sources 
de pétrole que nous avons vu récemment en action a divers endroits a 
Sumatra. Méme en traversant le sable dans des terres incohérentes en 
terrain aquifére, le trou reste intact sans revétement. La seule condition 
est qu'on tienne l'intérieur du trou rempli d’eau boueuse. On se contente 
couramment d'une densité de 1,25 4 1,30 de la bouillie argileuse. Cette 
légére surpression intérieure suffit 4 retenir la pression active résultant de 
l'équilibre par frottement interne dans le massif incohérent. 

Par cette méthode on peut aller 4 des profondeurs de quelques milliers 
de métres. L’explication ne serait pas compléte si nous n’ajoutions pas que 
le colmatage des grains par les détritus du forage et l’argile prévient la 
perte du fluide dense. 


Et quand le principe est juste il est permis de l'appliquer a toute échelle. 
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La figure 18 représente l'installation employée pour le fongage d'un puits 
pour les Mines de l'Etat néerlandaises. La méthode est idéale pour traverser 


Fig. 16. Etancgon coulissant inventé par JACOB POSMA. 


les morts terrains aquiféres composés de sable et de gravier sans cohérence. 
Si l'on tache de faire un puits sans fort revétement les parois s’éboulent, 
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Fig. 17. Sondage a pétrole par le Royal Dutch au liquide dense. 


rik selon le procédé HONIGMAN. 


Fig. 18. Fongage d'un puits pour la mine Hend 
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mais rempli d’eau, méme d'eau pure, le puits non revétu se tient indé- 
finiment. 

Nous voyons la meilleure preuve de la validité des lois de l’équilibre par 
frottement interne des grains, dans le succés entier du fongage de puits au 
liquide dense. 

Mais pour les ingénieurs des mines on peut donner une autre preuve. 
On sait que sur le charbon comme sur les remblais la pression augmente 
en s'éloignant du vide et atteint un maximum dépassant de beaucoup la 
pression statique correspondant a la profondeur. Autour du chantier 
d’exploitation il régne peu de pression (zone de TROMPETER). Avec 
l'exploitation la zone de pression maximum se déplace (onde de WEBER). 
Au dela de cette zone la pression diminue pour se rapprocher de la pression 
statique. En ANGLETERRE on a mesuré ces pressions. Cette répartition des 
pressions se manifeste aussi au dessus et au dessous du chantier d’abatage. 
On parle de la formation de vofites ou d’arches dans le terrain rompu. 

Dans l’annexe 2 nous prouvons que ces conceptions un peu vagues mais 
fondées sont en parfait accord avec les résultats des calculs selon les lois 
de l’équilibre dans les massifs a frottement interne. Elles sont en contra~- 
diction avec les calculs selon les lois de l’élasticité. 

Nous devons a M. A. HELLEMANS, physicien et électricien, faisant 
fonction d'ingénieur de mine, quelques corrections et plusieurs suggestions 
dans l’'accomplissement de cette étude. 


Annexe 1. Se référant au § 3. 

L’inclinaison du plan d’affaissement et la pression sur le souténement. 

1. Pour les notions nous renvoyons a la figure 10, Proc. Vol. XLIV, 
NO. 2, 1941, p. 126. 

-Admettons que le minéral est exploité par abatage souterrain et que 
pour le calcul de l'équilibre la roche ou le terrain cassé et disloqué doive 
étre considéré comme un massif a frottement interne. 

Ce n’est pas ici la place pour déduire les équations de base qui servent 


Fig. 19. Cercle de MOHR pour les tensions d'équilibre au moment du glissement 
dans une masse incohérente a frottement interne. 
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4 résoudre cette sorte de calculs, nous devons nous référer A un manuel 
de mécanique appliquée et choisissons ,,Handbuch der Physik" 1), 

L’équilibre est rompu, la matiére glisse dans l'étendue du terrain en 
mouvement au moment ot la tension dans la masse mouvante est tangente 
au cercle de Monr sous l’angle de frottement apparent o avec l’axe des 
tensions normales. 

L’équilibre au moment du glissement est alors exprimé par les formules 
déja devenues classiques 


oy =o {1+ sing sin(2B + 0)} 
6z=06{1—sine sin(26 + ¢)} 
t =—osinecos(2f8+ 0) 


dans lesquelles 


Gy ty 5 6, + 62 
2 2. 
I] faut rechercher § pour tous les points y z. Les équations différentielles 
partielles sont comme toujours 


0 z 
a2 +5 et Ss eas 


La solution la plus simple est la plus probable et en raison de symétrie on 
est tenté d’admettre que les axes des y et des z sont les directions princi- 
pales pour tous les endroits dans le massif et que oy et o, dépendent uni- 


guement de z. II] faut donc essayer f 50 oR qui nous donne 


eee 
dy=a(l—sing) o,=0(1+sine) t=—0 
et les équations différentielles 


0oz Oo 


do 
ns = 5, (l—sin 0) = 0 et 5, Ul + sine)=y. 


Quand les tensions a la surface sont zéro, la solution est 


1 — sino 
a = 0, 
idsino’” i 


Oz, = YZ oy = 


C’est bien la solution de la répartition des pressions dite de RANKINE, dans 
le massif derriére un mur de quai sans frottement contre la paroi du mur. 


1) Bd. VI, p. 485, 28, NaDAI. Theorie des Erddruckes; Ansatze fiir das ebene Problem 


schwerer Erdmassen. 
Comparez Annexe 4, Proceedings Vol. XLIII, No. 4, 1940: ..La pression sur une couche 


de matiére incohérente”’. 
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La pression sur le souténement est yh et il est facile 4 trouver que 
mt nm 
l'angle d’affaissement est 0 = a + oe parce que 0 — i + B. 


Quelques unes des lignes de glissement qui traversent la section en tous 
points sont indiquées dans la partie gauche de la figure 10. Ces glissements, 
la descente de la masse fissurée le long des deux plans d’affaissement, 
provoquent une compression de la terre mouvante dans le sens horizontal 
et un étirage dans le sens vertical. 

Parce que o diminue quand le terrain se disloque, les plans d’affaissement 
s'ouvrent en éventail de plusieurs degrés pendant la descente de la masse. 

2. Nous avons admis que les étancgons représentés sur la figure 10 
portent le terrain et sont comprimés simultanément sur ]’étendue de la zone 
excavée et que les déplacements, la détente dans le massif, s’étendent 
jusqu’a la surface de la terre. 

Mais nous savons que la relaxation de la roche ne se passe pas ainsi. 
Aucun souténement ne serait capable de porter la charge du terrain en 
aplomb. 

Mais comment les exploitations souterraines sont-elles alors possibles, 
guel est en réalité le poids qui pése sur les étais? 

Les formules appropriées au probléme sont développées par PRANDTL et 
VON REISSNER1) et depuis des années attendent qu’on les utilise pour 
calculer la charge que supporte le souténement de mines. 

La figure 20 représente la masse de roche rompue au dessus du minéral 
‘en exploitation et du souténement compressible. 

Pour ne pas compliquer inutilement les calculs nous faisons abstraction 
du champ de la gravité et nous considérons seulement ce qui se passe aux 
environs du front de taille. - 

La masse a frottement interne pése dans la surface OB sur le minéral 
en site avec un poids, une pression py == yz assez uniformément répartie. 

Le probléme est de trouver la pression active de la terre qui pése dans la 
surface O A sur le souténement compressible. 

Le résultat du calcul est qu’on peut distinguer dans le massif supposé 
incohérent trois zones I, II et III. La zone I subit la pression verticale p; 
et une pression horizontale eae p;. Dans cette zone régne la répar- 
tition des pressions, dite de Rankine avec p,; comme la plus grande des 
deux tensions principales. Cette zone a comme limite le plan de glissement 
OC. La tension de glissement 1, et la tension normale 6, dans ce plan 


OC sont: 


___Ccos@ SiN Q COS E 
) = 7 = 
; 1+ sing?! : 1+ sino P! 


1) Handbuch der Physik. Band VI, 1928, p. 497. . 
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OC est incliné d'un angle O=— + = avec la surface du minéral en 


exploitation. 
Puis on distingue dans le massif incohérent la section COD on les lignes 


TMM 


OEE EEE EEE EEE , My 
ll 


Fig. 20. Lignes de glissement dans le terrain disloqué prés du front d’abatage 
dans les exploitations a tailles chassantes. 


de glissement conjuguées forment un faisceau de lignes droites passant par 
lorigine O et les spirales logarithmiques qui entrecoupent ces lignes droites 


sous l’angle de glissement = —o. 


Dans la troisiéme zone, dans la figure indiquée III, il régne aussi la 
distribution des pressions selon RANKINE, mais ici avec la plus grande des 
deux pressions principales dans le sens horizontal, la ligne de délimitation 
entre II et III, OD, est aussi une ligne de glissement commune de ces deux 
zones et est perpendiculaire 4a OC. La tension de glissement t, et la ten- 
sion (pression) normale o» dans ce plan de glissement O D sont 

__ Sin @ COS @ 


6, —(1—~sin 0) e~7 #82 p, — ban ui 
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Et en fin de compte la pression sur le souténement py est 


> Lb =sift p 


~1+sine 


Exprimée en chiffres pour le cas normal du terrain houiller ou l’angle 
du talus et l’'angle de frottement interne sont @—=45° on obtient: 


e—tge Pi 


07293 1 ea Pit 
P2=1 707 * 93,149! — 135° 


Les lignes de glissement indiquées sur la figure 20 donnent une idée des 
mouvements dans le massif incohérent prés du front pendant l’abatage du 
charbon par taille chassante. I] faut se représenter dans le mur l'image 
reflétée de cette figure. Ainsi quand tout se passe bien les étancons sont 
comprimés et non renversés, 


Résultat: La pression active du terrain sur le souténement dans les exploi- 
tations par taille chassante, immédiatement aprés que la distribution des 
pressions selon les formules du probleme & deux dimensions s’est 
développée, n’est qu’un 135iéme de la pression statique correspondant a la 
profondeur. 

Mais a mesure que l’exploitation progresse et que le plan d’affaissement 
OC se propage jusqu’a la surface de la terre, et en tout cas a une distance 
assez grande du front de taille, toute la pression statique pése sur le 
souténement ou le remblai. 


Annexe 2. Se référant au § 4. 


L’équilibre a frottement interne autour d'un puits ou d’un tunnel dans le 
massif de débris rocheux ou dans de la matiére incohérente. 

Il est facile de calculer avec les formules données au § 4 la répartition 
des pressions autour d'un puits ou d'une galerie pourvus d'un peu de 
souténement. Nous prenons le cas ow le talus naturel e — 45° et supposons 
que le garnissage soit tel qu'il exerce un milliéme de la pression statique 
contre la masse incohérente (& 500 m de profondeur avec y = 2,5, pression 
statique 1.250.000 kg/m? pression du souténement 1250 kg/m2). Les 
formules pour la partie meuble oi les grains glissent les uns sur les autres 
avant de trouver leur place d’équilibre par frottement, deviennent alors 


r \483 r \483 
=(Z) Pi 6; = 5,65 € 1 Pi. 
ti vi 


On calcule le rayon de la zone a équilibre par frottement interne avec la 


formule 
4,83 
( 4 — 0,293 2. 
T; Pi 
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Au dela de cette zone on calcule avec les formules de LAME 
2 
0, = 1000 p; — 707 zor Pi o:—= 1000p; + 707 Fo! pi. 
rt r 


Sur la figure 21 nous représentons la répartition des pressions tangen- 
tielles a c6té d'une cavité avec un peu de souténement compressible dans 
un massif a frottement interne calculées avec ces formules. 

Les Anglais, lors de leurs recherches pour augmenter la sécurité dans 
les mines, ont mesuré avec des boites dynamométriques la répartition de la 
pression a cété des exploitations par tailles chassantes 1). 

Les auteurs tachent d’expliquer le maximum de pression observé a une 
certaine distance du chantier et surpassant la pression statique correspon- 


_Pression 


ERTS 8 Tl Og | ee ae as aaa annealed 


: ; 
Grains | Grams restés en place 
places 


Fig. 21. Répartition des pressions tangentielles autour d’une cavité cylindrique 
dans de la matiére incohérente, (Probléme a deux dimensions. 


dant a la profondeur d’exploitation par l’'hypothése classique de la forma- 
tion d'une voiite et la diminution de la pression 4 mesure qu'on s’éloigne 
davantage du vide par l’action de ,,cantilever”’ du rocher. 

On ne peut pas faire mieux que de lire l’exposé clair, donné par le 
professeur DouGLas Hay, qui a suivi de prés ces recherches et qui, en 
observant les déplacements dans la roche cassée, les compare a ceux dans 
une masse plastique sans controler cependant ces mouvements par le calcul. 
Nous en citons une partie (p. 386—387 des ,,Transactions of the Institution 
of Mining Engineers. 

I am inclined to think that the simple arch and the idea of the cantilever 


1) An investigation of the loads on packs at shallow depths. By W. H. EVANS and 
H. HENSHAW. Transactions of the Institution of Mining Engineers, Vol. XCVI, 
1938—1939, p. 368. 

The experiments have been carried out as part of the Falls of Ground Investigation of 
the Safety in Mines Research Board. 


Wes 9d 


Vol. XCVI. — 1938—1939): 
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— in other words, the mechanical explanation of the behaviour of strata, 
should not be followed too closely. There is no doubt that a good deal of 
the movement of beds, controlling the rate at which these leads come on, 
is more of the nature of plastic flow, and the results finally obtained are 
a combination of the cantilever or arch effect of the strata and of a slow 
plastic flow. In the first instance given in the paper the strata were 
extremely weak; there were no strong beds likely to carry loads for any 
length of time between the coal and the surface, and the impression I 
gathered was that the whole of the strata, right to the surface, was 
collapsing very rapidly into the excavated area immediately behind the 
face. In some observations made on the rate of subsidence at the surface 
we found that the subsidence wave was almost vertically above the face, 
and the rate of subsidence was more rapid than in any other case we have 
measured. In a comparatively few yards, certainly within 200 yd. from 
a line drawn vertically from the face, the subsidence at the surface was 
practically complete, and the impression we got was that of loosely com- 
pacted strata dropping into the excavation. 


Pour nous, les derniers mots confirment la conception de considérer le 
terrain houiller cassé comme une masse incohérente. 

Comme preuve de l’exactitude de nos calculs, les observations d'un autre 
ingénieur des mines a grande expérience, Mr. J. W. Mc. Trusty, sont 
aussi précieuses. I] disait: (p. 388—389 des susdits ,, Transactions’): 


46 


I am particularly interested in Figs. 12, 14, and 15, each of which shows 
a point of maximum pressure, varying from 140 to 200 ft. from the coal- 
face. That such a point of high pressure exists in underground roads may 
readily be inferred from general observations, particularly in the deeper 
mines, and in an early report of the Safe Working of Mines Committee of 
the Midland Institute of Mining Engineers it was pointed out that a 
change in the nature of pressure effects occurred in bind strata at about 
50 yd. from the face and at about 70 yd. in stronger beds. 


In their Eighth Report, the Safe Working of Mines Committee discussed 
certain pressure effects resulting in “secondary ground movements’, that 
is to say, movements involving the buckling of the roof and the floor, and 
the yielding of the sides, and it was shown that these effects bec 
evident at distances which approximate to the points of high pressure 


243 


disclosed by the work of the authors and increased in intensity throughout 
the area showing reduced loads on the dynamometer. 


, and the use of the term “pressure arch’, which is a convenient 
term for peinos seems to over-simplify the facts concerning longwall 
workings. 


Mais la preuve la plus concluante de la validité de nos calculs est que 
la poussée maximum dans la voiite peut augmenter 4 (1+ sino) p. 

p étant la pression statique, ce qui donne pour le talus @ — 45° 0, —1,7 p 
ce qui est précisement le résultat de l’expérience (voir figure 12, p. 380, 
Results of Test F. 2., dans les susdits ,, Transactions’). 


Plantkunde. — Bloemen of bollen bij Allium Cepa L. 1. Door A. H. BLaauw, 
Annic M. HartseMA en C. W. C. VAN BEEKOM. (Mededeeling 
NO©, 66 van het Laboratorium voor Plantenphysiologisch Onderzoek 
Wageningen.) 


(Communicated at the meeting of February 22, 1941.) 


Uien kunnen gekweekt worden als een éénjarig of als een tweejarig 
gewas. Voor een éénjarig gewas wordt er gezaaid in het voorjaar, terwijl 
in September de uien geoogst worden. Gelukt het echter de uien enkele 
weken vroeger te oogsten, dan is de waarde veel hooger en dit is te be- 
reiken door de tweejarige cultuur. Nu wordt iets dergelijks hier te lande 
ook bereikt door eind Augustus tot begin September te zaaien, zoodat het 
jonge gewas in den winter te velde staat, terwijl dan einde Juli geoogst 
kan worden. Zulk een gewas heeft echter in strengere winters veel te 
liiden, terwijl het ook meer onderhevig is aan ziekten. De kweekwijze als 
tweejarig gewas, zooals die o.a. in Hongarije en in verschillende staten 
van Noord-Amerika en ook op kleine schaal bij Maastricht gevolgd wordt, 
heeft oeconomisch verschillende voordeelen. De uien worden daarbij het 
eene jaar zeer dicht gezaaid, zoodat ze slechts kleine bolletjes vormen, 
omstreeks einde Juli gerooid en gedroogd en dan bewaard om pas einde 
Maart of begin April in het volgende jaar weer geplant te worden; ze 
leveren dan reeds midden tot einde Juli volwassen bollen. 

Nu komt echter alles aan op de wijze van bewaren van Augustus tot 
Maart. Hierover zijn in de Ver. St. van Noord-Amerika vrij veel proeven 
gedaan, terwijl in de praktijk in Hongarije weer op andere wijze dan in 
Amerika bewaard wordt. Het gaat er namelijk om de kleine uien z66 te 
behandelen, dat er goede bollen zullen ontstaan en dat zoo min mogelijk 
bloemen, dus zaadstengels, gevormd worden. Een dergelijk vraagstuk, 
welke factoren bloemvorming mogelijk maken en welke factoren bloem-~- 
vorming uitsluiten, wordt in ons laboratorium reeds enkele jaren voor de 
Bol-irissen bestudeerd. Daarom te meer sloot de uit de behoeften van de 
praktijk tot ons gekomen vraag betreffende bolvorming of bloemvorming 
bij Allium Cepa bij deze Iris-onderzoekingen aan. 

Natuurlijk is, zooals bij alle bolgewassen, de grootte der bolletjes van 
belang voor het al- of niet bloem vormen. De practische ervaring had reeds 
aangetoond, dat voor deze plantuitjes liefst die van 16—19 mm doorsnee 
(5—6 cm omtrek) gebruikt moeten worden; neemt men kleinere uitjes dan 
wordt de opbrengst te gering; neemt men grootere uitjes (boven 19 mm 
doorsnee, dus boven 6 cm omtrek), dan ontwikkelt zich volgens ervaring 
in de praktijk een te hoog percentage bloeiers, Bij de Irissen hebben wij 
bij de var. Imperator juist dezelfde ervaring bij deze zelfde maten 
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opgedaan. Intusschen worden in Hongarije uitjes boven 20 mm geplant 
zonder dat men last heeft van veel bloemstengels. 

Daar dus boven 19 mm de kans op bloemvorming grooter wordt, hebben 
we voor het eerste jaar met opzet deze grootere maat gekozen, om den eisch 
geen bloem te vormen niet te gemakkelijk te stellen. Zouden we de kleinere 
maat slechts nemen en na een bepaalde behandeling geen bloemen krijgen, 
dan zou dit voor een deel aan de kleinere maat toegeschreven kunnen wor- 
den. Uitgezocht werden dus voor het eerste jaar uitjes tusschen 6 en 9 gram 
wegende, d.i. van 6—8 cm omtrek (= 19—26 mm doorsnee), uit een partij 
van het ras Zittauer Riesen, op 29 Augustus 1939 uit Middelharnis ont- 
vangen. Daarbij werd het gewicht per 20 stuks bovendien uitgewogen op 
143,6 gram, terwijl elke proef 200 bolletjes omvatte. 

Deze bollen waren reeds einde Juli gerooid en hadden volgens gebruik 
in de praktijk nog een maand op het veld gelegen. Voor deze proeven is 
het natuurlijk gewenscht zoo spoedig mogelijk na het rooien onder bepaalde 
condities te behandelen; maar dat was in dit jaar niet meer mogelijk. 

Op 4 September gingen de bollen in de verschillende temperaturen. 
Hiervoor was in de eerste plaats een reeks gekozen van 5° tot 28°C. 
waarin de bollen den geheelen tijd bleven (proeven A—H). Lagere tem- 
peraturen konden dit jaar niet meer worden toegepast, daar die reeds met 
andere proeven bezet waren. Een volgend jaar vindt die aanvulling nog 
plaats, want juist aan temperaturen van —1° en 0° C. geeft men in Amerika 
de voorkeur 1). Nu was het uit de praktijk in Hongarije — en ook wel bij 
Maastricht — bekend, dat men de uitjes eerst koel laat liggen en ze tegen 
Kerstmis binnen in de warme kamer haalt; hierdoor wordt bloemvorming 
tegengegaan 2). Parallel hiermee werden proeven genomen met 5° en 9° 
tot 15 December, daarna gevolgd door 23° C. (K en L). Als contréle 
hierop werd ook het omgekeerde toegepast, door tot 15 December 23° of 
28° te geven, gevolgd door 5° en 9° (M, N, O en P). De luchtvochtig- 
heid bedroeg in deze proeven omstreeks 55—65 %. Deze behandelingen 
werden 28 weken, tot 19 Maart 1940, voortgezet. Na half Maart kan men 
bij geschikt weer gaan planten. In afwachting daarvan werden alle partijtjes 
op 19 Maart koel geplaatst bij 9° C. Door den langen winter en de op de 
vorst volgende sneeuw en regenbuien in de 2e helft van Maart, kon de 
zware zeeklei-bodem van het bij Maasdijk gelegen proefveld pas laat be- 
werkt worden. Op 8 April vond het planten plaats. De uitjes werden daarbij 
voor het grootste deel in den bodem gedrukt, zoodat de top even zichtbaar 


1) O.a. H. C. THOMPSON a. ORA SMITH. Seedstalk and Bulb development in the 
Onion. Cornell Univ. Agric. Exp. Stat. Ithaca. Nov. 1938. Bull. 708. 

H. A. JoNES a. S. L. EMSWELLER. Effect of storage, bulb size, spacing, and time of 
planting on production of onion seed. Univ. of California Agr. Exp. Station Berkeley 
Cal. Bull. 628, April 1939. 

2) Zie C. W. C. VAN BEEKOM. Uienproefvelden en proefnemingen met uien. Middel- 
harnis 1939. Uitg. Ned. Uien Federatie, waarin de ervaring van J. A. v. NIEUWENHUIJZEN 


in Hongarije wordt beschreven. 


Proc, Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLIV, 1941. 17 
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is. Nog hooger planten is niet geraden, daar de bolletjes bij het wortel 
schieten dan lichter omhoog werken en verdrogen. 

Eenigszins volgens aanwijzingen uit de praktijk werden de rijen 20 cm 
uit elkaar geplaatst, de bollen op de rij 10 cm vaneen, terwijl elke proef 
uit 5 rijen bestond, gescheiden door een smal pad. Intusschen wordt de 
plantwijdte in de praktijk nog zeer verschillend gekozen, terwijl deze voor 
de opbrengst van veel belang schijnt te zijn. 

Uit een analyse van den bodem van het proefveld te Maasdijk kan 
vermeld worden, dat we te doen hadden met een zwaren kleigrond, rijk 
aan koolzure kalk ( 6,70%), met voldoende phosphorzuur, maar voor 
uien betrekkelijk laag kaligehalte (0,020 %). Het veld was voor het be- 
planten nog bemest met. A.S.F.-korrels 12:10:18, gestrooid in een ver- 
houding van 100 g per m2, de hoeveelheid die bij uiencultuur meestal 
vereischt is. . 

Gedurende het bewaren en ook nog na het planten ging een deel der 
bolletjes verloren. Bij het bewaren, vooral in de laatste paar maanden 


TABEL 1. 
Over het uitvallen van bollen, het spruiten en het gewichtsverlies. 
(Lost bulbs, sprouting and loss of weight). 
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worden enkele bollen ziek, sommigen drogen totaal uit, Dergelijke bollen 
werden af en toe verwijderd. Na het planten zijn er sommige bolletjes die 
door een ongelukkigen stand tusschen de aardkluiten direct uitdrogen of 
een eind spruiten en daarop blijkbaar door slechte beworteling klein blijven 
of verkwijnen. Er kwamen op het veld echter slechts zeer weinig zieke 
planten voor. Tabel 1 geeft het aantal verloren gegane bolletjes voor en 
na het planten en het aantal resteerende gezonde planten. Van de 200 
bolletjes ging aldus 10 tot 25 % verloren; een duidelijk verband met de 
bewaartemperatuur is hier niet met zekerheid aan te wijzen. Wel zal het 
hiertegen waarschijnlijk van belang zijn de bollen na het rooien niet eerst 
op het veld te laten, maar direct te behandelen. 

Wij moeten hier bovendien nog wijzen op het feit, dat vrij veel bollen 
tijdens de bewaring eenigszins uitloopen. De tabel geeft het aantal op 
19 Maart; vervolgens tot hoeveel dit gestegen is op 8 April, (afgezien van 
enkelen, die wegens ziekte reeds weggedaan waren). Men ziet dat het 
uitloopen in de laatste 214 week, liggende bij 9° C., sterk toeneemt. Bij 9° 
en 13° is dit spruiten het sterkst. In 2514° en 28° was het uitloopen tot 
19 Maart zeer gering, maar wordt na overbrengen in 9° even sterk als in 
de meeste andere temperaturen. De maximale spruitlengte wordt bovendien 
nog opgegeven. In het algemeen ondervinden de bolletjes met dergelijke 
spruiten bij voorzichtige behandeling nog geen nadeelen van het iets te 
laat planten. Maar men ziet toch, dat het na half Maart zaak is te planten 
zoodra dit mogelijk is. Intusschen kunnen wij dus voor het genoemde ras 
niet de meening van Amerikaansche onderzoekers deelen, dat het behan- 
delen met hooge temperaturen meer uitval zou geven. 

Na de 28 weken behandeling zijn de partijtjes bovendien nog gewogen. 
Op één na de laatste kolom geeft het gewicht op 100 bolletjes omgerekend, 
welk gewicht 29 Augustus 718 gram bedroeg. Het gewichtsverlies in 
28 weken geeft de laatste kolom in procenten. Het varieert van 13 % tot 
bijna 19 % en loopt van 13° tot 28° C. duidelijk op. (Het gewichtsverlies 
bij 9° is voor die temperatuur abnormaal hoog). Als men bedenkt dat 
Hyacinthenbollen in 3 4 4 maanden + 15 % aan gewicht kunnen verliezen, 
is dit percentage bij zoo lange bewaring van de uien niet bijzonder hoog. 
Dit verlies is natuurlijk zoowel aan verdamping als aan verademing toe te 
schrijven (de ademhaling wordt door THOMPSON a. SMITH, zie boven, voor 
groote maat plantuien bij 10°—15° op + 20 mg uitgeademde CO, per kg 
per uur berekend). 

Vier weken na het planten — 6 Mei 1940 — zijn alle partijtjes goed 
aangeslagen en in vollen groei; het loof bedraagt thans tot + 25 cm. Het 
blijkt dat een groot deel der planten méér dan een spruit geeft. De partijen 
staan zeer gelijk, zoodat er nog geen onderscheid is te zien ten gevolge 
van de uiteenloopende behandelingen. 


Bloeiers en niet-bloeiers. 


Na 614 week — 24 Mei — vertoonen de eerste groepen bloemstengels, 
Lie 
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en wel A (5°) en B (9°) in groot aantal, C (13°) in nog vrij gering aantal 
en later dan A en B. Verder komt alleen in E en K één bloemstengel te 
voorschijn. Overigens staat het loof in alle groepen even frisch en krachtig. 
Met het verschijnen van bloemstengels is dus de differentiatie tusschen de 
verschillende proefgroepen begonnen. Het verdere verloop is in tabel 2 
weergegeven. Een maand later is de uitslag van de proevenserie wat betreft 
meer of minder bloemvorming geheel te overzien. Er is een zeer scherpe 
tegenstelling tusschen de bloemvormende temperaturen van 5° tot 13° en 
de niet-bloemvormende, dus die waar de bolvorming algemeen zal wor- 
den, n.], boven 20° C, Alleen 17° staat daar tusschen in, waarbij ongeveer 
in de helft van de bollen de generatieve functie en in de helft de vegetatieve 
functie de overhand heeft. 


TABEL 2. 
Percentage bloeiers na verschillende behandeling. 
(Percentage of bloomers after different treatments). 


Bij het rooien |Te Wageningen 


24 Mei | 24 Juni] 9 Juli | 20 Juli 


29 Juli = 20, .Aitig. 
ANP ose 56 | aes: 83 
B 9° 46 83 83 
Git ea 20 88 a a 84 *) 85 
D7? 0 49 52 & 58 58 
E 20° 1 4 8 = 14 16 
FP 23° 0 0 0 4 61/5 8 
G 251/,° 0 0 0 4 5 10 
H 28° 0 0 0 Vp 2 31/, 
K 5°_23° 1 Oats 171/5 27\/y 27\/ 
L 9°_23° 0 111), | teu) (Pas 29 29 
M 23°_ 5° 0 73 ie iy 71*) 1 
N 23° 9° 0 66 2 a 69 69 
O 28°_ 5° 0 | 51 L 7 56 56 
P 28°_ 9° 0 | 46 ne ae 52 52 


Wat nu de groepen betreft, die met twee temperaturen zijn behandeld 
(K—P), hier is het duidelijk, dat — in overeenstemming met de practische 
ervaring —, eerst koud daarna warm bewaren wel een vrij gering percen- 
tage bloeiers geeft; terwijl de omgekeerde behandeling (M—P) een hoog 


*) De kleine daling van dit percentage bloeiers ligt waarschijnlijk aan een fout bij 
de telling op 24 Juni. 
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percentage oplevert (waarbij 28° gevolgd door 5° of 9° duidelijk iets 
minder bloeiers geeft dan 23° gevolgd door koude). Maar het blijkt, dat 
er tot het vermijden van bloeiers geen reden bestaat deze soort behandeling 
te geven, daar wat dit punt betreft, doorloopend 23° A 28°C. een veel 
beter resultaat oplevert. Of dit ook in andere opzichten het geval is, zal 
nader blijken. 

Behalve in de groepen A—C, die reeds 24 Juni voor ruim 80 % bloem- 
stengels vertoonen, neemt het aantal bloeiers in de volgende weken nog 
eenigszins toe, zoodat midden Juli ook in de groepen van 23° tot 28° nog 
enkele bloemstengels te voorschijn komen, — in groep H (28°) het minst. 
Als deze bloemstengels midden Juli nog uitloopen, is de bol reeds gevormd 
en kan gerooid worden. Deze laat komende stengels verhouten in den regel 
niet meer, drogen dan in en schaden den bol niet. 

Op 9 en 20 Juli werden alleen de zwakst bloeiende groepen gecontro- 
leerd. De oogst had 15 a 20 Juli plaats kunnen hebben. Door omstandig- 
heden konden wij pas 29 Juli daartoe overgaan. Daarbij werden de bloeiers 
van alle groepen opnieuw geteld. De geheele oogst aan bollen, en daarbij 
ook een deel van de bloeiers, werd naar Wageningen verzonden en daar 
in de buitenlucht nog 3 weken te drogen gelegd. In dien tijd kwamen nog 
enkele bloeiers met zwakke stengels te voorschijn, terwijl ook het aantal 
bloeiers nog iets hooger bleek, doordat de planten rustiger en nauwkeuriger 
bekeken werden. Hoewel deze laat uitkomende, ten deele tusschen de 
bladen verscholen stengels den bol niet meer benadeelen, zijn zulke planten 
in de eind-uitkomst toch bij de bloeiers gerekend; (zie later over de oogst 
van niet-bloeiende planten). 

De bloeipercentages op 24 Juni en op 20 Augustus vastgesteld, worden 
beiden in een grafiek in het volgende nummer weergegeven. In beginsel 
komen zij op hetzelfde neer. Zooals wij in het begin van dit artikel schreven, 
gebruikten wij voor deze proeven een grootere maat dan in de praktijk 
-gebruikelijk is, zoodat veel bloemvorming verwacht werd. De bewaring in 
verschillende temperaturen heeft echter een veel sterkeren invloed dan 
wij gedacht hadden, waarbij de uitkomsten bovendien een zeer besliste 
conclusie toelaten. De behandelingen, die bloeiers, dus zaad, zullen op- 
leveren (5°—9°—13°), en die welke geen of weinig bloeiers, dus bol- 
vorming ten gevolge hebben (20° en hooger), gaan niet geleidelijk in elkaar 
over, maar die gebieden vormen een scherpe tegenstelling. 


Eén of meer spruiten. (Het ,,kloven’’). 


Reeds vier weken na het planten konden we opmerken, dat in alle 
groepen een groot aantal exemplaren meer dan één spruit vertoont. Dit 
verschijnsel doet zich des te minder voor naar gelang de gekozen maat 
kleiner is, zoodat bij de gebruikelijke plantmaat van 16—19 mm doorsnee 
dit veel minder optreedt dan bij de voor deze proeven gebruikte uitjes. 
Is er één spruit, dan is dit de eindelingsche hoofdknop, die uitloopt en 

die in den assimilatietijd één bol vormt; zijn er meer spruiten, meestal twee 
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bij deze grootte (zelden 3 of 4), — dan loopt behalve de hoofdknop ook 
nog een zijknop (zelden 2 of 3) van het geplante bolletje uit. Van elke 
spruit wordt dan de basis tot een nieuwen bol. Van zoo’n tweespruitige 
(— ,,gekloofde’”) plant oogsten we dus twee uien. Zooals te verwachten 
is en zooals we bewijzen zullen, is het gemiddelde gewicht dan geringer 
dan van uien van eenspruitige planten. Over het algemeen bestaat in de 
praktijk de opvatting, dat de uien van zulke meerspruitige planten voor 
den handel minderwaardig zijn, doordat de twee (of drie) bollen, die zich 
dan uit één plantuitje naast elkaar ontwikkelen, door afplatting misvormd 
zouden worden. Wij komen hierop bij den oogst nader terug. 

Terwijl het optreden van meer spruiten des te meer voorkomt naarmate 
de geplante uitjes grooter zijn, willen we nu eerst nog nagaan of bij de 
maandenlang behandelde groepen het percentage planten met één spruit 
(resp. dat met meer spruiten) verschillend uitvalt. 

Alle groepen tezamen genomen waren er op het proefveld 1171 planten 
met één en 1100 planten met 2 of meer spruiten. Letten we daarbij op het 
al of niet bloeien van die twee groepen, dan vinden we het volgende: 


Planten met één spruit Planten met twee of meer spruiten 
Bloeiers Niet-bloeiers Bloeiers Niet-bloeiers 
443 728 614 486 


Men kan dus wel met zekerheid zeggen, dat bij dit ras en bij deze maat 
de meeste planten met één spruit niet bloeien, de meeste meerspruitige 
planten wel bloeien. THOMPSON en SMITH kwamen juist tot de omgekeerde 
conclusie. Het is waarschijnlijk dat zoowel voor het een als het ander (n.1. 
voor meer spruiten en voor het bloeien) de kans bij het zwaardere deel 
der bolletjes iets gunstiger is, en dat daardoor het optreden van beide 
verschijnselen eenige samenhang vertoont. 

Tabel 3 geeft nu het percentage met één en met méér spruiten, in Juli 
op het veld geteld, in de verschillende groepen. Tusschen haken is nog 
afzonderlijk het geringe percentage (1—4 %) planten met meer dan twee 
spruiten aangegeven. 

Men ziet, dat het optreden van één of van meer spruiten geen duidelijke 
afhankelijkheid vertoont van de temperatuur-behandeling, die van Sep- 
tember tot half Maart is gegeven. Nadere onderzoekingen, die in een 
andere publicatie over de ontwikkeling zullen worden beschreven, maken 
het ook zeer waarschijnlijk, dat het aantal spruiten reeds voér de behan- 
deling, dus véér 1 September is vastgelegd. Toch zou daarom het meer 
of minder uitloopen van zulke knoppen wel tijdens de behandeling be- 
invloed kunnen worden. 

In elk geval kan men met zekerheid zeggen, dat in deze proeven met 
dit ras, de hooge temperaturen het optreden van meer sptuiten (het 
»kloven”) niet bevorderen, zooals wel ondersteld is. 

Intusschen blijft het denkbaar, dat in de nieuwe proeven, die direct na 
het rooien, dus + 1 Augustus zijn ingezet, de temperatuur nog wel invloed 
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TABEL 3. 


Percentage planten met één en met twee of meer spruiten; tusschen haken nog afzonderlijk 
het percentage met meer dan twee spruiten. 
(Percentage of plants with one and with two or more shoots). 


Met twee en | (Met meer dan 
meer spruiten twee spruiten) 


A Fe 6 .4 (1) 
B 9° 2 .8 (4) 
Or MEY 8 2 (3) 
D7? 2 8 (3) 
BE 20° 4 .6 (2) 
FF 23° 4 0 (1) 
G__251/,° 9 et | (2) 
i> 287 Ps) s (2) 
Ks 23° .6 4 (2) 
i 9°27" .0 .0 (3) 
M 239— 5° 4 .6 (2) 
Ne 2352 240° 7, 3 (2) 
28°... 5° 5 25 (2) 
Sige FR 8 a2 (3) 


op het aantal spruiten zou kunnen oefenen. Hierover zal het volgende jaar 
verslag worden uitgebracht. 

Einde Juni is op het veld ook nog het aantal bladen van alle spruiten 
geteld. Bij de niet-bloeiende planten bedraagt dit aantal in groep: 
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De enkele spruit heeft dus over het algemeen 1 4 2 bladen meer dan 
elke spruit van een plant met meer spruiten. Het hoogste aantal bladen 
wordt gevonden na de behandeling met 23° en 2514° en met 28° C. Wat 
het bloeien betreft, kunnen bij een plant met meer dan één spruit vrij vaak 
twee spruiten elk een bloemstengel geven. 

Na deze gegevens komen we bij den oogst weer terug op de verschillen 
in geval van één of méér spruiten. 


(Slot en résumé in het volgende nummer der Proceedings.) 


Geology. Tektonik und Magma in der Insel Celebes und der indonesi- 
sche Gebirgstypus. By H. A. BRouwer. 


(Communicated at the meeting of February 22, 1941.) 


Eines der Resultate der von mir im Jahre 1929 geleiteten Celebes Expe- 
dition war, dasz der Bauplan dieser Insel harmonisch in den Bauplan der 
ostasiatischen Gebirge eingefiigt werden konnte1,2), Der Bauplan des 
Celebes Orogens ist im zentralen Teil der Insel am vollstandigsten der 
direkten Beobachtung zuganglich, weil hier wahrend der jiingeren Bewe- 
gungen ein breiter, nicht unterbrochener Streifen iiber den Meeresspiegel 
gehoben wurde. Dasz Zonen des zentralen Teiles sich in und zwischen 
den vier Halbinseln fortsetzen wird durch das allgemeine Streichen der 
Gesteine und Gesteinszonen bewiesen. Der allgemeine Bauplan ist durch 
eine nach Ost konkave Bogenform gekennzeichnet, die auch in der jetzigen 
Gestalt der Insel ihren — wenn auch nicht genau gleichformigen — Aus- 
druck findet. Wegen der grésseren Vollstandigkeit des Bauplans werden 
wir uns im Folgenden hauptsachlich auf den zentralen Teil der Insel be- 
schranken 3). 


Zonare Anordnung und Fazies der Gesteine. 


Eine zonare Anordnung verschiedener Sediment- und Eruptivgesteine 
ist besonders im zentralen Teil der Insel eine auffallende Erscheinung. 
Wir kénnen fiir die Verhaltnisse an der Erdoberflache die folgenden 
Hauptzonen unterscheiden: 

1. eine dstliche Zone, die gekennzeichnet ist durch die grosse Verbrei- 
tung von basischen und ultrabasischen Eruptivgesteinen, mesozoischen 
Kalksteinen und Kieselgesteinen, die z.T. reich sind an Radiolarien, 

2. eine mittlere Zone von epi- bis mesometamorphen muskovitreichen 
kristallinen Schiefern, 

3. eine westliche Zone, die gekennzeichnet ist durch die grosse Ver- 
breitung von granodioritischen Eruptivgesteinen, biotitreichen kristallinen 
Schiefern und im allgemeinen mehr kiistennahen Sedimenten als die der 
Zone 1. 

Gesteine der Zone 2 sind lokal in der Zone 1 in Zentral-Celebes ent- 
blésst; sie haben eine grosse Verbreitung in der siiddstlichen Halbinsel 


1) H. A. BROUWER. The major tectonic features of the island Celebes. Proc. Kon. 
Akad. v. Wetensch., Amsterdam, XXXIII, S. 338 (1930). 

2) H. A. BROUWER. Geologische onderzoekingen op het eiland Celebes. Verh. Geol. 
Mijnb. Gen. voor Ned. en Kol. Geol. Ser. X, 2, S. 49 (1934). 

3) In den Halbinseln haben die Verhiltnisse sich z.T, auch etwas geandert. 


Zot 


[ d\ Granodiorite, Gneise u.s.w. eS GG Peridotite, Serpentine u.s.w. 
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Schematische Darstellung vom getrennten Aujftreten der granitodioritischen und 
gabbroperidotitischen Gesteine in der Insel Celebes. 


Fiir die geologisch weniger bekannten Gebiete ist eine globale Verbreitung durch die 
Bezeichnung zwischen ( ) angegeben. Im hauptsachlich aus muskovitreichen kristallinen 
Schiefern bestehenden, weiss gelassenen Teil im mittleren Zentral-Celebes (beiderseits 
des Poso Sees, dessen Umriss gezeichnet ist) kommen ultrabasische Gesteine vereinzelt 
vor. Gréssere Mengen dieser Gesteine mégen hier durch Erosion entfernt sein. Im west- 
lichen Teil der Insel sind die sporadisch, z.T. nur als Gerdlle bekannten, gabbroperidotiti- 
schen Gesteine weggelassen; nur im nordéstlichen Teil der siidlichen Halbinsel ist ein 
Vorkommen von Gabbro angegeben. 

Die Medianzone in Central-Celebes (vgl. Fig. 2) liegt direkt an der Ostgrenze der 
sauren Plutone; sie bildet hier auch das éstliche Grenzgebiet fiir die vulkanischen Erschei- 
nungen der Oberflache, die besonders in der siidlichen Halbinsel und im éstlichen Teil 
der nérdlichen Halbinsel (und siidlich davon) grosse Teile des alteren Bauplans bedecken. 
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(die siidéstliche Fortsetzung der Zone 1). Umgekehrt kommen — im Poso 
Graben und siidéstlich vom Poso See im Takolekadjoe Gebirge — Gesteine 
der éstlichen Zone in der mittleren Zone vor. Wenn wir die Erscheinungen 
der Tiefe mit in Betracht ziehen so tritt nur die Grenze zwischen den 
Zonen 2 und 3 als Trennungslinie in Zentral-Celebes besonders hervor. 
Hier liegt eine von Briichen und Graben begleitete schmale Zone, die wir 
— nach dem in einem groszen Teil dieser Zone fliessenden Tawaélia — 
als Tawaélia Zone oder Tawaélia Graben bezeichnen. In dieser schmalen 
medianen Trennungszone liegen in der Nahe des Bada Beckens die Haupt- 
briiche an der Westseite und wenn weiter fiir dieses Gebiet von einer 
medianen Trennungslinie die Rede ist, so liegt diese an der Westseite der 
medianen Trennungszone. 


Die mediane Tawaélia Zone. 


In der Nahe der Bada Ebene, wo die Zusammensetzung dieser Zone 
am besten bekannt ist, ist sie deutlich asymmetrisch gebaut. An ihrer dst- 
lichen Begrenzung liegt eine aus Konglomeraten, Sandsteinen und Ton- 
schiefern bestehende Schichtserie diskordant auf den kristallinen Schiefern. 
Weiter westlich enthalten die Schichten viel vulkanisches Material und 
auch dazitische und andesitische Lavastr6me kommen eingeschaltet vor, 
die mit vulkanischen Agglomeraten bald die herrschenden Gesteine wer- 
den. Im meist westlichen Teil sind hauptsachlich Mikrodiorite und Mikro- 
guartzdiorite an der Oberflache entblésst. An der Grenze dieser Gesteine 
mit den Granodioriten der Zone 3 ist eine mylonitische Zone entwickelt, 
die bis weit nérdlich von der Bada Ebene am Wege nach der Besoa Ebene 
angeschnitten ist. 

So weit unsre Beobachtungen reichen steht diese Mylonitzone steil bis 
vertikal aber auch flacheres westliches Einfallen von 45° kommt vor. Die 
Sedimente der Tawaélia Zone — deren Alter durch aus dieser Zone 
stammenden fossilfiihrenden Kalksteingerdllen z.T. als jung-Miozan und 
jiinger bestimmt wird — sind gefaltet und die Lavastréme sind stark 
zerdriickt. Die Schichten zeigen vorwiegend westliches Einfallen von 
30—75°. 

Bis ins Innere von Zentral-Celebes war in jung-tertiarer Zeit also ein 
trennendes Meer zwischen der westlichen und der éstlichen Zone an- 
wesend und seitdem wurden die in diesem Meere abgelagerten Sedimenten 
gefaltet und hoch iiber den Meeresspiegel gehoben. 


Die Medianzone als éstliches Grenzgebiet des jiingeren Vulkanismus 


und der sauren Plutone. 


Ostlich von der Medianzone sind in Zentral-Celebes keine jiingere vul- 
kanische Gesteine bekannt, wahrend in dieser Zone und westlich davon 
die Produkte einer jiingeren vulkanischen Tatigkeit eine grosze Verbrei- 

tung haben. In Zentral-Celebes fehlen tatige Vulkane aber die Ausléschung 
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hat erst in der letzten geologischen Vergangenheit stattgefunden: das Alter 
der Baroepoe Tuffe im siidlichen Teil der westlichen Hauptzone wird z.B. 
als Quartar betrachtet1). Wo weiter dstlich jung-tertiare Sedimente in 
Graben erhalten sind (Poso Graben) fehlen die vulkanischen Gesteine. 
Die vulkanische Zone setzt sich in die siidliche und in die nérdliche 
Halbinsel fort, sie greift von der nérdlichen Halbinsel weit nach Siiden 
vor, wo ihre Begrenzung durch die Meeresbedeckung im Golf von Tomini 
unsicher ist. Auch in der siidéstlichen Fortsetzung der éstlichen Hauptzone 
von Zentral-Celebes fehlen jiingere vulkanische Gesteine. 
Granodioritische Gesteine haben im westlichen Teil von Zentral- 
Celebes eine grosze Verbreitung. Manche Gneise deuten auf syn- bis 
pratektonische Férderung; die vielen tektonisch nicht oder kaum beein- 
fluszten Gesteine auf einen sp&at- bis postorogenetischen Aufstieg. Auch 
basische, z.T. stark geschieferte, Férderungen kommen vor. 
Kontaktmetamorphe Gesteine, die Gerdlle von granitischen Gesteinen 
enthalten, beweisen das verschiedene Alter der bis ins jiingere Tertiar 
reichenden Aufstiege. Die groszen Dimensionen und die oft gneisahnliche 
Beschaffenheit vieler Plutone deutet auf eine starke Hebung und tiefe 
Abtragung, die seit ihrem Aufstieg stattgefunden haben. Durch die mit 
Mylonitbildung verkniipften Bewegungen an der Westseite des Tawaélia 
Grabens werden die Plutone an der medianen Trennungslinie scharf abge- 
schnitten. Hier grenzen sie nérdlich von der Bada Ebene an subvulkanische 
Bildungen (Mikrodiorite), die diese Schwachezone zu ihrem Emporsteigen 
benutzt haben mdgen und tiefer mit Plutonen in Verbindung stehen. 
In kurzer Distanz dstlich von der Medianlinie fehlen alle Andeutungen 
auf Plutone in geringer Tiefe. 


Ueber das Alter der kristallinen Schiefer. 


Das Alter der geologischen Formationen in Zentral-Celebes ist 6fters 
diskutiert worden. Eine der letzten der weit aus einander gehenden Dar- 
stellungen ist eine Uebersicht von KUNDIG?) in der — durch Gebirgs- 
bildung und vorangegangene geothermische Metamorphose gebildete — 
kristalline Schiefer als praecarbonisch betrachtet werden. Die nachst 
jiingeren Gesteine werden zum Trias, ev. Lias, gerechnet. Sie bilden eine 
Flyschserie (Tinombo-formation) mit Intrusionen basischer Eruptiva. 

Hierzu ist Folgendes zu bemerken. Die Altersannahme fiir die kristallinen 
Schiefer beruht auf ihre Aehnlichkeit mit der Besshiserie (Sambagawa- 
system) in Japan und auf das Vorkommen von Konglomeraten mit Kris- 
tallingeréllen in der Tinomboformation. Das Sambagawasystem in Japan 
ist verschiedentlich als praecambrisch, als metamorphe praecarbonische 


1) W. A. J. M. VAN WATERSCHOOT VAN DER GRACHT. Bijdrage tot de geologie van 
Centraal-Celebes. Jaarb. Mijnw. Ned. Indié, Verh. II, S. 16 (1914). 

2) E,. KUNDIG. Versuch einer petrographischen Charakteristik des kristallinen Grund- 
gebirges von Celebes. Schweiz. Min. u. Petr. Mitt. XII, S. 450 (1932). 
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Unterlage des Chichibusystems (Karbon-Perm) oder als metamorphes 
Chichibu selbst betrachtet worden. Vor einigen Jahren wurden im klassi- 
schen Gebiet des Sambagawasystems Kalkknollen mit Radiolarien und 
Textularien in Sericitschiefern gefunden fiir die jurassisches oder wenig- 
stens mesozoisches Alter angexommen wird!) und die von KUNDIG als 
Bindeglied zwischen Japan und Celebes erwahnten kristallinen Schiefer 
von Formosa werden von YABE und HANzAWaA 2) als dynamometamorphes 
Eozan aufgefasst. 

Ueber die Altersannahme fiir die Tinomboformation erwahnt KUNDIG, 
dasz zahlreiche Beobachtungen auf ein triadisches bis unterjurassisches 
Alter hinweisen. Diese Beobachtungen werden aber nicht mitgeteilt. In 
Widerspruch mit dieser Annahme stehen jedenfalls die wahrend unsrer 
Celebes-Expedition gemachten Funde von eozdnen Foraminiferen im 
Tinombo Gebiet 3). 

Von andren Autoren sind die kristallinen Schiefer von Celebes ver- 
schiedentlich als praecambrisch, als palaeozoisch und als mesozoisch be- 
trachtet worden. Zwingende Griinde fiir eine Richtigkeit von einer dieser © 
Auffassungen kénnen nicht angefiihrt werden. Gegen die Annahme dasz 
die Faltung der kristallinen Schiefer schon in praecambrischer oder palae- 
ozoischer Zeit zu Stande kam und diese Gesteine nicht mehr von jiingeren 
Faltungen betroffen wurden, kénnen mehrere berechtigte Einwande vorge- 
bracht werden. An verschiedenen Stellen weisen die tektonischen Ver- 
haltnisse auf Einfaltung von mesozoischen Sedimenten in die kristallinen 
Schiefer und aus diesen Verhaltnissen kann kein héheres als alt-mesozoi- 
sches oder palaeozoisches Alter abgeleitet werden. Wir haben schon oben 
erwahnt dasz schwach metamorphe phyllitische Schiefer, Grauwackesand- 
steine, Konglomerate und Kalksteine im Tinombo Gebiet in der nérdlichen 
Halbinsel wenigstens z.T. alttertiaren Alters sind. Aehnliche Gesteine 
kommen auch im éstlichen Teil des kristallinen Schiefergebirges in Zentral- 
Celebes vor. 


Der regionale Kristallisationshof in den kristallinen Schiefern éstlich der 
Medianzone und das Magma in der Tiefe. 


Westlich der Medianzone wird der Charakter der metamorphen Gesteine 
stark durch Plutonaufstieg beeinfluszt und die Erscheinungen der Kontakt- 


metamorphose sind mit den Kennzeichen verschiedener Tiefenstufen ver- 
breitet. 


1) H. HuzimorTo. Radiolarian remains in crystalline schists of the Sambagawa System. 
Proc. Imp. Akad. Tokyo, S. 252 (1938). 

2) H. YABE und S. HANZAWA. Geological History of the island of Taiwan (Formosa), 
Proc. Imp. Akad. Tokyo, S. 313 (1938). 

3) H. A. BROUWER. Geologische Onderzoekingen u.s.w. loc. cit. S. 59, 160 und 


Beilage D: I. M. VAN DER VLERK und J. J. Dozy. The Tertia 
Peeks : ks of the C : 
Expedition, S$. 205 (1929). ry rocks of the Celebes 
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Oestlich der Medianzone fehlen die Plutone und bald auch alle Spuren 
junger vulkanischer Tatigkeit. Hier herrscht die Regionalmetamorphose 
ohne die Kontaktmetamorphose der Plutone. Diese Regionalmetamorphose 
ist z.T. durch aufsteigende magmatische Gase und Lésungen zu Stande 
gekommen, die einen regionalen Kristallisationshof gebildet haben. Sie ist 
hier besonders klar entwickelt, weil die mehr lokalen Einfliisse der weiter 
westlich aus dem tiefliegenden Magma aufgestiegenen Plutone fehlen. 

Die kristallinen Schiefer dstlich der Medianzone sind aus einem Komplex 
von tonigen und sandigen Gesteinen, Kalksteinen und eingeschalteten 
basischen Eruptivgesteinen hervorgegangen. In der Nahe ihrer dstlichen 
Grenze sind die Gesteine nur schwach metamorph. Wo die Gesteine im 
westlichen Teile genauer untersucht wurden 1,2,3) kommen in der Nahe 
der Medianzone Gneise und granathaltige Gesteine vor, wahrend weiter 
nach Osten eine im allgemeinen allmahliche Abnahme der Metamorphose 
beobachtet wird durch das Verschwinden von Kalifeldspat, Granat und nur 
sehr untergeordnet vorkommendem Biotit und durch das reichliche Auf- 
treten von Chlorit. 

Abbildung der Falten durch neugebildete Mineralien wird 6fters beob- 
achtet und in den Gneisen, die z.T. — auf einen sedimentéren Ursprung 
hinweisenden — Graphit enthalten, zeigt der Kalifeldspat manchmal Nei- 
gung zu porphyroblastischer Entwicklung. Aber die neugebildeten farblosen 
Glimmer sind 6fters gebogen, wenn auch weniger als mit der Faltung 
iibereinstimmen wiirde. Auch kataklastische Erscheinungen sind verbreitet. 

Es ist auffallend dasz in unsren Gesteinsproben von zwei etwa dreissig 
Kilometer von einander entfernten Routen die kalifeldspathaltigen Gneise 
ungefahr in gleicher Distanz von der Medianzone zum ersten Mal auftreten 
und dasz von dort nach Westen die Gneise immer Kalifeldspat enthalten 3). 
Diese Erscheinungen weisen auf einen nach Osten verschwindenden Kali- 
zufuhr aus einem tiefliegenden Magma. Dieser Zufuhr fand statt als die 
Gesteine schon gefaltet waren aber der Kristallisationshof ist nicht ganz 
post-tektonisch denn auch nach ihrer Bildung haben noch Bewegungen 
stattgefunden. 

Weil das Alter der kristallinen Schiefer und ihrer Faltung nicht genau 
bekannt ist, miissen wir uns vorlaufig mit einer ersten Annaherung begnii- 
gen ohne die aufeinander folgenden Zustande der Gesteine zeitlich aufteilen 
zu kénnen. Bei einer raumlichen Aufteilung zerfallt das Gebiet in der Nahe 
der Medianzone in ein westliches Gebiet dasz durch Magmaaufstieg mit 
Plutonbildung gekennzeichnet ist und ein éstliches Gebiet mit Stoffzufuhr, 


1) H. A. BROUWER. Gesteenten van de afdeelingen Loewoe en Paré Paré in J. DE 
KONING KNIJFF. Geologische gegevens omtrent gedeelten der afdeelingen Loewoe, Paré 
Paré en Boni. Jaarb. Mijnw. Ned. Indié, Verh. 1912, S. 277. 

2) E. C. ABENDANON. Geologische en Geographische Doorkruisingen van Midden- 


Celebes. IV, S. 1391 (1917—18). 
3) H. W. V. WILLEMS. Contribution to the petrology of the crystalline schists of 


- Central-Celebes. Dissertation, Amsterdam. (1937). 
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die mit der Entfernung vom Gebiete der Magmaaufstiege abnimmt. Es 
fehlen Anhaltspunkte um die Bildung des Kristallisationshofs und die 
westlichen Magmaaufstiege zeitlich zu verbinden aber auch fiir die Front 
des Tiefenmagmas in der Nahe der Medianzone scheint diese mehr oder 
weniger eine Trennungszone zu sein, wobei die Magmafront im Westen 
héher stieg und im Osten zuriickblieb. 


Raumliche Charakteristik und Entwicklungsstadium des Celebes Orogens 
und der indonesische Gebirgstypus. 


Die zeitliche Trennung der tektonischen und magmatischen Vorgange 
in Zentral-Celebes kann bis jetzt nur in einer ersten Annaherung gegeben 
werden, aber eine raumliche Trennung tritt besonders klar hervor. Im Osten 
befindet sich ein Gebiet wo grosze Ophiolithmassen eingedrungen sind, die 
charakteristisch sind fiir das Vorbereitungsstadium der geosynklinalen 
Gebirge. Im Westen liegt ein Gebiet wo im allgemeinen mehr kiistennahe 
Sedimente abgelagert wurden und wo ein — durch wiederholte Intrusionen 
von hauptsachlich sauren Eruptivgesteinen und rege vulkanische Tatigkeit 
gekennzeichnetes —- magmatisches Gebirge entstanden ist. Beim Zusam-~- 
menschub wahrend der Gebirgsbildung wurden die Gesteine gefaltet, 
wobei es zu intensiver Verschuppung und Ueberschiebung gekommen ist. 
Im westlichen Gebiet mégen die eingedrungenen Plutone allmahlich eine 
Versteifung der Faltungszone bewirkt haben. Nach der Erstarrung durch 
Intrusion und Faltung wurde das Gebiet mehr und mehr durch Bruch- 
tektonik in Blécke zerlegt. 

Die in N-S Richtung, quer durch Zentral-Celebes verlaufende mediane 
Zone und andre Teile waren noch in jung-tertiarer Zeit vom Meere be- 
deckt. Durch die jiingste Heraushebung der Insel wurde der ganze zentrale 
Teil als eine grosze Geantiklinale tiber den Meeresspiegel gehoben, 
wahrend die weiter nérdlich und siidlich besonders im Querschnitt stark 
wechselnden Bewegungen in der eigenartigen Form der Insel mit den vier 
durch tiefe Meere getrenten Halbinseln ihren Ausdruck finden. 

Obwohl ein bedeutender Zusammenschub stattgefunden hat, liegen 
Hauptzonen des urspriinglichen Sedimentationsgebiets noch im Bauplan 
des jetzigen Gebirges mehr oder weniger neben einander. Dadurch 
unterscheidet das Gebirge sich auffallend von alpinen Gebirgen mit sehr 
starker Querschnittsverkiirzung, wo nach dem Eindringen der Ophiolite 
die Antiklinalzonen als Decken iiber einander geschoben wurden und der 
Aufstieg der jungen Plutone nach der Deckenbildung in der Wurzelzone 
stattfand. Die westliche Hauptzone des Celebes Orogens hat sich zu 
einem magmatischen Gebirge weiter entwickelt und ist deshalb in dieser 
Hinsicht den embryonalen Antiklinalzonen der Alpen in den Stadien ge- 
ringerer Querschnittsverkiirzung nicht vergleichbar. 

In den durch wiederholte Transgressionen vorwiegend neritischer Fazies 
am Rande eines Kontinents gekennzeichneten Entwicklung des andinen 


261 


Gebirges der Kordilleren von Siidamerika fehlt die ultrabasische Magma- 
forderung. Es zeigt im allgemeinen nur schwache Faltung. Wiederholte 
Schollenbewegungen wurden von intensiver Magmatiatigkeit mit Pluton- 
aufstieg und Oberflachenvulkanismus begleitet. 

Neben einem andinen magmatischen Gebirgstypus und einem alpinen 
Typus mit sehr starker Querschnittsverkiirzung kann ein deutlich in Teilen 
der Faltungsregion des ostindischen Archipels und auch anderswo ent- 
wickelter Typus unterschieden werden, den wir als indonesischen Typus 
bezeichnen. Dieser Typus hat sich wie der alpine aus einem Geosynklinal- 
stadium mit Schwellen entwickelt. In Phasen des Zusammenschubs fand 
massige, drtlich und zeitlich auch starkere Querschnittsverkiirzung statt 
und in Zusammenhang damit zeigt die Entwicklung der Faltungsregion 
tektonisch und magmatisch mehr oder weniger raumlich getrennte mehr 
andine und mehr alpine Tendenze. 

Die genannten Typen sind durch Ubergange verbunden und es gibt 
eine sehr grosse Zahl von Variationen in Bezug auf ihre Entwicklung 
und ihre Aufschlusstiefe. 


Proc. Ned. Akad, v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLIV, 1941. 18 


Embryology. — On the development of polarity in the ectoderm of 
amphibian embryos. By M. W. WOERDEMAN. 


(Communicated at the meeting of February 22, 1941.) 


The epidermis of amphibian larvae possesses groups of ciliated cells 
which through their coordinated activity create currents of constant 
direction in the fluid environment. 

In a series of experiments (WOERDEMAN, 1923a, 1923b, 1925) I have 
been able to show that after reimplanting excised squares of ectoderm, 
which had been rotated 180°, in embryos of Rana esculenta and Axolotl 
with active ciliated cells, the cilia of the rotated squares beat in an opposite 
direction. The ciliary movement keeps its original direction and is not 
influenced by the new spacial relations. 

If, however, square pieces of presumptive epidermis of young embryos, 
which have not yet active ciliated cells, be rotated, the result of the 
experiment will depend on the stage of development of the operated 
embryo. 

If the experiment be performed at the blastula or young gastrula stage, 
the ciliary activity will be normal afterwards, But if older gastrulae (from 
the round yolk-plug-stage) be used, the cilia of the rotated areas of the 
epidermis will appear to beat in reversed direction when the embryo grows 
older and ciliated cells are developed. 

Thus, the direction of ciliary movement is already determined in the 
round yolk-plug-stage; that is to say, a long time before cilia develop, as 
the first cilia appear during the closure of the neural folds. 

From this it was concluded that even before the development of the cilia, 
the presumptive ciliated cells must possess an asymmetrical ultramicroscopic 
structure. In the gastrula with a round yolk-plug the presumptive ciliated 
cells of the epidermis have undergone ‘“‘polarisation’’. 

Twitty (1926 and 1928) afterwards investigated this phenomenon in 
embryos of Amblystoma punctatum. Here ciliary activity seems to appear 
almost at the same moment as determination of the direction of ciliary beat, 
ie. about the time that the neural folds close. 

Although, according to AusToni (1925), in Triton-embryos ciliary 
movement appears at later stages than in Rana esculenta and Axolotl, he 
also found that determination of its direction takes place before the 
development of cilia. Ti-CHow Tuno and Y. F. YEeH-Tunc (1940), 
experimenting with embryos of Bufo bufo gargarizan and of Rana nigro- 
maculata, completely confirmed my results, since in these animals 
determination of ciliary activity occurs at the round yolk-plug-stage. 
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In this publication I will communicate some observations on the ciliary 
activity of the epithelium of the labyrinth-vesicle and of ependymal cells 
of the neural tube. 

My experiments were performed on embryos of Triton taeniatus, For 

determining their stage of development I used GLAESNER’s ‘“Normentafel” 
(1925), but it has the disadvantage that the distinction between the stages 
is neither very clear nor exact, and that they do not completely correspond 
to those of HARRISON in regard to the development of Amblystoma. As I 
was obliged to compare my results with similar experiments by HARRISON 
on Amblystoma, I made use of an article by KNIGHT (1938), in which he 
compares HARRISON’s and GLAESNER’s stages. 
_ Just as in Rana esculenta and Axolotl I have found an early polarisation 
of the ectoderm in Triton taeniatus larvae. Already at stage 8 or 9 (incipient 
gastrulation up till gastrula with horse-shoe-shaped blastopore) rotation of ' 
presumptive epidermis results in reversal of the ciliary activity of a certain 
area of the epidermis. Thus I found a much earlier polarisation of the 
ciliary cells in Triton than AUSTONI, whose opinion has been mentioned 
above. 

As ciliary movement becomes visible in embryos of stage 17 (neurula 
with incipient closure of neural folds), the direction of the ciliary beat in 
Triton larvae, as well as in larvae of Rana, Axolotl and Bufo (Ti-CHow 
TuNnG and Y. F, YEH-TUNG), is determined a long time before the 
appearance of cilia. 

Some other experiments with Triton embryos prove that, in accordance 
with the results which I published in 1923 and 1925 on Rana esculenta and 
Axolotl, the direction of the ciliary beat in this animal is determined before 
the organogenetic fate of the ectoderm-cells. 

If, for instance, after homopleural dorso-ventral, or after heteropleural 
dorso-dorsal rotation of 180° (for the explanation of these terms see the 
publications of HARRISON and HALL), an excised square of presumptive 
ventral ectoderm of stage 8 or 9 was implanted in another gastrula in such 
a way that part of the implant came to lie in the area of the presumptive 
neural plate and another in the area of the presumptive dorsal epidermis, the 
embryos developed normally, the implant participating in the formation of 
both the neural plate and dorsal epidermis. After the development of cilia 
the ciliary activity of the epidermal part of the implant appeared to take an 
opposite direction. Microscopic examination of the fixed larvae showed 
that they had a completely normal nervous system. 

During these experiments my attention was drawn to some animals 
which had developed an ear-vesicle from the rotated ectoderm. 

In the young ear-vesicle there is a constant rotatory movement of the 
fluid with which it is filled, which can be seen when it contains small 
particles (e.g. some desquamated cells), and which is caused by ciliary 
movement. In some cases I saw an abnormal movement in the ear-vesicles 
which had originated from rotated ectoderm, and this has induced me to 
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study the determination of the ciliary activity in the ear-vesicle more 
in detail. , 

Through the researches of HARRISON and some others (for references 
see HARRISON, 1936; HALL, 1937 and YNTEMA, 1939), we know that the 
embryonic ear at early stages constitutes an equipotential system, which 
first undergoes an antero-posterior polarisation and _ later becomes 
polarised along its dorso-ventral and medio-lateral axes. 

This knowledge has been gained by studying the results of rotation 
experiments in which one or two of the axes of the ear-anlage were rotated 
90° or 180° at different stages of development. 

The experiments of the above-mentioned American embryologists were 
performed on embryos of Amblystoma punctatum, and have led to the. 
conclusion that the antero-posterior axis of the labyrinth-anlage in this 
animal is determined at the stage 20 of HARRISON (neurula with incipient 
closure of neural folds). 

For a short time this axis is still labile, as was shown by HALL (1937), 
who obtained normal labyrinths after 90° rotations of the ear-ectoderm at 
stage 20, 21 and 22. At stage 23, however, the antero-posterior axis is 
irreversibly determined. 

Then, according to HARRISON, determination ‘of the dorso-ventral axis 
begins. 

I have investigated the ciliary activity of the epithelium of rotated ear- 
vesicles in the following series of experiments. 

From embryos which were stained intra vitam with Nile blue 
sulphate, a square piece of the presumptive ear-ectoderm was excised and, 
after rotation, reimplanted in an unstained embryo, in order to determine 
with accuracy whether the ear-vesicle develops from the implant. When 
the ear-vesicle was clearly visible I injected some very small particles of 
carmine into it with a micro-pipette. Thus I was able to study the direction 
of ciliary movement in some successful cases. 

After the development of the statoliths, which allowed of diagnosing the 
position of the labyrinth in the living larva, it was fixed and carefully 
examined microscopically. 

Now, when, after homopleural dorso-ventral and heteropleural dorso- 
dorsal rotation of 180°, the presumptive ear-area was reimplanted at stage 
16—23 of Triton taeniatus, the operations resulted in the development of 
normal labyrinth-vesicles, At stage 24 the determination of the antero- 
posterior axis seems to be irreversible, and rotation at this or at older 
stages results in abnormal vesicles. 

Although I have not investigated the determination of the labyrinth- 
axes in Triton-embryos in detail, I think it will not differ greatly from 
that in Amblystoma, since stage 24 of Triton corresponds to the critical 
stage 26 of Amblystoma at which, according to HALL, the labyrinth-anlage 
is no longer able to regulate into a normal labyrinth after rotations. 

In a number of cases where I succeeded in injecting small particles into 
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the apparently normal vesicles which had originated from 180° rotated 
ear-ectoderm at the stages 16—23, I found an abnormal ciliary activity, 
the cilia of the vesicle on the operated side beating in the opposite direction. 

By rotating the presumptive ear-ectoderm at still younger stages, I 
observed that the direction of ciliary beat in the ear-vesicles is determined 
almost simultaneously with the direction of ciliary activity of the epidermis, 
i.e. at stage 8—10. 

These results are remarkable in many respects. They indicate that the 
determination of the ciliary activity in the labyrinth-vesicle is independent 
of the determination of the axes of the vesicle, and occurs at a much earlier 
stage. Thus, most probably the inductive influence which is responsible 
for the determination of the polarisation of the ciliary movement in the 
ear-vesicle is not the same as the inductor(s) of the axes of the ear-anlage. 

And, finally, they prove that the normal structure of the labyrinth 
which develops from a rotated anlage cannot be explained by assuming 
that the ear-vesicle has rotated backwards. This assumption has often been 
discussed in literature, but has already been questioned by HARRISON, who 
argued that the development of a normal labyrinth after heteropleural 
transplantation of the anlage is not explained thereby. The ciliary beat in 
the ear-vesicles of my operated animals proves that they did not rotate 
backwards. 

If we try to explain the reversed ciliary beat in apparently normal 
labyrinths which have developed from rotated ear-ectoderm I see two 
possibilities. 

There are only some groups of cells which possess cilia. Now it may 
be that the orientation of these groups is not changed by the rotation, or 
that each ciliated cell beats in the opposite direction, whereas the orienta- 
tion of the cell-groups is normal. 

I have not been able to decide which of these two possibilities is 
realised, but the result of experiments on the ciliary activity of the 
ependyme induces me to consider the second explanation as the most 
probable. 

This brings me to my experiments on the determination of the ciliary 
movement in the neural tube. 

This movement can be studied in the fourth ventricle of the brain, its 
transparent roof allowing the injection of coloured particles and of 
observing the currents of the cerebro-spinal fluid. 

When, in embryos of Triton taeniatus (stages 12 and 13, where the 
neural plate becomes visible) or of the Axolotl (the corresponding stages 
14 and 15), a rectangular piece of the presumptive neural plate, in the 
area of the presumptive hind-brain and extending over the whole breadth 
of the plate, is excised without the underlying roof of the archenteron, 
and reimplanted after 180° rotation, the embryos develop normally. After 
some days the larvae show normal swimming movements and normal 
excitability, but the ciliary activity in their fourth ventricle appears to be 
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reversed, When the border of the rotated area passes through the fourth 
ventricle, whirling currents can be seen at the border. 

This observation proves that at the operated stages the direction of the 
ciliary beat of the ependymal cells was already determined. 

Microscopical examination of the larvae with reversed ciliary movement 
in the fourth ventricle revealed no signs of irregularity in their nervous 
system. Both its external form and interior structure (distribution of cells, 
arrangement of fibre-masses, origin of nerves, etc.) proved to be normal. 

There is no evidence of abnormalities in the finer morphology of the 
cells (e.g. direction of outgrowth of axiscylinder). Besides I do not take 
them to be probable. é 

For recent researches of DETWILER (1940) have shown that reversal of 
the antero-posterior axis of the neural tube at older stages of Amblystoma 
punctatum (19 and 20) results in a normal nervous system. Even the 
axon of MAUTHNER’s cell had grown out in the normal direction. If, at 
stage 19 or 20, the direction of outgrowth of the axiscylinders has not yet 
been determined, it is highly improbable that it would be so in the open 
neural plate stage at which I operated. 

Thus my observations indicate that at the stage which I have used for 
my experiments the direction of the ciliary beat of the ependymal cells had 
been determined, whereas the other cells of the neural plate had not yet 
been polarised. 


From the results of the above experiments it may be concluded that: 

1. in embryos of Triton taeniatus the direction of ciliary activity of the 
epidermis is determined at stage 8—9, long before the development of 
cilia and before the organo-~genetic fate of the other ectoderm-cells, 

2. in embryos of Triton taeniatus the antero-posterior axis of the labyrinth- 
anlage is not irreversibly determined before stage 24, but the direction 
of ciliary beat in the labyrinth-vesicle is already determined at stage 
8—10, 

3. the determination of ciliary movement of the ependymal cells of the 
neural tube in Triton taeniatus and Axolotl is determined before the 
polarisation of the other cells of the neural plate, 

4, the cause of the polarity of the ciliated cells must be another than the 
cause of the polarisation of the labyrinth-anlage and of the neural plate, 

5. the polarity of the ciliary beat of the epidermis cannot be the expression 
of a general polarisation of the ectoderm, 

6. the polarisation of the ectoderm is brought about gradually (see also 


my investigations on the polarity of the lens; WOoERDEMAN, 1934, 1939 
and 1941), 
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Medicine. — Détournements des différentes formes de nystagmus dans 
le systéme nerveux central. 1. Par A. DE KLEYN. 


(Communicated at the meeting of February 22, 1941.) 


Depuis que l’examen clinique et l'étude expérimentale du systéme nerveux 
central se font plus systématiquement, le concept de la rigidité de cesystéme, 
traduisant l'idée qu’en toutes circonstances les réflexes suivraient des voies 
bien déterminées, est de nos jours inadmissible. Comme un réseau de chemin 
de fer ow selon les nécessités certaines lignes sont plus ou moins utilisées, le 
systéme nerveux central posséde un systéme d’aiguillage permettant certains 
détournements d'un arc réflexe dans des conditions bien déterminées. 

Un phénoméne semblable nous est connu par la destruction brutale d’un 
labyrinthe. L’apparition immédiate de symptémes asymétriques disparait 
presque totalement aprés quelques semaines ou quelques mois, du moins 
chez l'homme et chez les animaux supérieurs 1). Le fait bien connu que I’on 
peut observer selon les circonstances deux réactions bien différentes du 
systéme nerveux central obtenues par une seule et méme excitation, 
est une autre preuve bien démonstrative de la souplesse de ce systéme 2). 
SHERRINGTON 3) signale dans ses travaux un exemple bien typique: la 
strychnine administrée en injection peut inverser certains réflexes. Il a 
observé qu'une excitation d’un membre provoquant normalement une action 
des fléchisseurs, peut provoquer aprés une injection de strychnine des 
contractions des muscles extenseurs. 


1) Ils nous montrent en méme temps que la nature réglant tout dans une harmonie 
' parfaite ne laisse aucune fonction vitale de l’organisme tributaire d’un seul réflexe mais 
bien d’un complex de réflexes. La physiologie de I’équilibre en révéle pour sa part 
quelques témoignages: par exemple, chez les animaux ne présentant aucun mouvement 
spontané oculaire, les réflexes toniques labyrinthiques et cervicaux en collaboration avec 
les réflexes des canaux semi-circulaires réglent manifestement I'état compensatoire 
de l'oeil, afin de conserver un champ visuel immuable et indépendant de la position 
de la téte de V’animal dans l'espace (IDE KLEYN, Proc. Kon. Akad. v. Wetensch., 
Amsterdam, 23, 509 (1920); Pfliig. Arch. 186, 82 (1921). Une série de réflexes de redres- 
sement collaborent aussi au maintien de la téte et du corps (MAGNUS, R., Kérperstellung, 
Springer 1924). Une autre observation démonstrative est celle du chat qui dans sa chute re- 
tombe toujours sur ses pattes au moment de toucher le sol. Par I’action combinée des reflexes 
labyrinthiques et optiques la race féline posséde ce don (voir pour analyse détaillée de ce 
méchanisme compliqué, le rapport de RADEMAKER et TER BRAAK, Acta Oto-Laryng. 23, 
313 (1935)). Nombreux sont les exemples trouvés dans la physiologie générale. Disserter 
ces exemples dans ce rapport nous aménerait trop loin. 

*) UEXKULL, J. v., Ergebn, der Physiologie, 3, 1 (1940); Macnus, R., K6rperstellung, 
Berlin, Springer 1924 (cette monographie cite plusieurs exemples); MARINA, Dtsch. Ztschr. 
f. Nervenh., 44, 138 (1912), Neurol. Zbl. 338 (1915). 

3) SHERRINGTON, c.s., The integrative action of the nervous system, London, 1906. 
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Les circonstances indispensables 4 produire ces détournements des voies 
centrales nous sont trés peu connues. Quelques observations analogues 
rassemblées de 1’étude clinique et expérimentale du labyrinthe feront l'objet 
de ce rapport. 


A. Détournements provoqués par I'administration de certains toxiques. 


a. JONKHOFF 4), par ses travaux expérimentaux concernant les réflexes 
labyrinthiques, a confirmé les observations de SHERRINGTON concernant les 
réflexes spinaux prouvant que les réflexes peuvent s’inverser sous l’influence 
de la strychnine. Le lapin strychniné présente a l'épreuve calorique et pen- 
dant le nystagmus consécutif 4 une labyrinthectomie unilatérale des phases 
nystagmiques rapides et lentes inversées. L’innervation réciproque est plus 
ou moins atteinte de sorte qu’on peut observer une contraction simultanée 
des deux muscles antagonistes. 

L’action de la strychnine est cependant trés élective. Les observations de 
MaGnus et WOLF5) montrent que la strychnine ne provoque aucune 
inversion des réflexes toniques d'origine cervicale et labyrinthique. 
JONKHOFF observe le méme fait concernant l’action des réflexes toniques 
labyrinthiques sur les globes oculaires (positions compensatoires de l'oeil). 
Sous l’influence de la strychnine cette excitation réflexe reste trés vive 
jusqu’a la mort de I|’animal, tandis que l'inversion des réflexes ou la présence 
de troubles dans l’innervation réciproque manquent. 

b. Une injection de panitrine produit le méme phénoméne 6). Cette 
substance se compose de la papavérine et le nitrite de soude dissouts dans 
la diéthyl-acétamide. Le nitrite de soude et le dissolvant ont semblé n'avoir 
aucune influence sur l'inversion des réflexes. Le seul produit doué de cette 
propriété est la papavérine. L’interprétation de ce phénoméne déclenché 
par l’action de ces produits chimiques nous est totalement inconnue. 
On pourrait peut-étre supposer qu'il s’agit de phénoménes inductifs que 
SHERRINGTON 7) a trouvés concernant les reflexes spinaux et qu’on a pu 
retrouver parmi les réflexes labyrinthiques 8). 

c. Le nystagmus de position obtenu par ‘intoxication alcoolique du lapin 
est un exemple de détournements de l’arc réflexe, mais tout différent des 
exemples précédents. En 1913 ROTHFELD®) trouva qu'une intoxication 
alcoolique chez le lapin provoque spontanément un nystagmus, la téte étant 
uniquement placée dans certaines positions. Pour ces raisons il faut admettre 


4) JONKHOFF, D. J., Dissertatie Utrecht 1921, Acta Oto-Laryng, 4, 45 (1922). 

5) MacNus, R. und WOLF, C. G. L., Pfliig. Arch. 149, 447 (1913). 

6) ARNDTS, N., DE KLEYN, A. et VERSTEEGH, C., Arch. f, Ohrenh. 114, 233 (1926). 
7) SHERRINGTON, C. S., The integrative action of the nervous system, London 1906. 
8) Voir différents rapports de FISCHER et WODAK: e.a. FISCHER, M. H., Die Regu- 
- Jationsfunktion des menschlichen Labyrinthes. Bergmann, Miinchen 1928; HEUx, J. LE et 
KLEYN, A. DE, Proc. Kon. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, 40, 326 (1937); KLEYN, A. DE, 


Confinia Neurologica, 2, 257 (1940). 
9) ROTHFELD, J., Arb. a. d. neurolog. Inst. d. Wiener Universitat, 20, 88 (1913). 
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la possibilité d’une action otolithique 10), Cependant l'idée de certains 
auteurs, qui interprétent ce nystagmus de position provoque par l'alcool 
comme étant un nystagmus otolithique ne semble pas juste. Bien qu'on pit 
observer un nystagmus dans des lésions unilatérales de la partie supérieure 
du labyrinthe, nous n’avons jamais observé un nystagmus aprés destruction 
unilatérale de la macula sacculi ou du nerf utriculaire détruit par la 
galvano-caustique (expériences de WERSTEEGH 11), Ceci nous méne a 
conclure que des lésions unilatérales des canaux semi-circulaires sont les 
causes des réflexes nystagmiques et qu’au contraire les lésions unilatérales 
des organes otolithiques sont incapables de les produire. Interprétant le 
nystagmus alcoolique de ROTHFELD, WERSTEEGH et moi-méme ont admis 
l'éventualité que sous l'influence du toxique les réflexes vestibulaires sont 
détournés. Nous avons de méme résumé que dans des états d’intoxication 
du systéme nerveux central, les réflexes otolithiques seraient détournés sur 
les voies réflexes des canaux semi-circulaires dans le systéme nerveux 
central méme. L’apparition des réflexes nystagmiques serait ainsi logique. 

La présence de ce nystagmus de position, observé cliniquement dans 
certaines affections du systéme nerveux central, pourrait trouver ainsi une 
interprétation. Le méme nystagmus cependant constaté dans les affections 
périphériques du labyrinthe, ne peut étre expliqué de la méme maniére. 

NyYLEN 12) en introduisant dans le labyrinthe des amalgames et 
HASEGAWA 13) en y injectant des solutions hétérotoniques, ont obtenu un 
nystagmus de position, tandis que LORENTE DE N614) parvient au méme 
résultat par plombage des canaux semi-circulaires. La cause du détourne- 
ment de ces réflexes otolithiques sous ces conditions nous est totalement 
inconnue. 


B. Détournement par blocage dans certaines voies réflexes. 


LORENTE DE N6 par une longue série de recherches expérimentales a 
prouvé concernant les réflexes oculo-vestibulaires que non seulement deux 
muscles antagonistes, mais bien les six muscles des globes oculaires recoi- 
vent l’influx nerveux réflexe. Par suite d’un blocage dans une voie réflexe 
ou dans plusieurs muscles déterminés, il est tout naturel que les muscles 
dont les voies réflexes sont restées libres captent seuls l’influx nerveux 
réflexe et donnent ainsi aux globes oculaires des mouvements nystagmiques 
anormaux et atypiques, 


Ce blocage de l’arc réflexe peut siéger anatomiquement a différentes 


10) Voir pour l'origine labyrinthique; KLEYN, A. DE et VERSTEEGH, C., Acta Oto 


Laryng., 14, 356 (1930). 
11) VERSTEEGH, C., Acta Oto-Laryng., 11, 393 (1927); KLEYN, A. DE et VERSTEEGH 
C., Acta Oto-Laryng., 22, 327 (1935) 
12) NYLEN, C., Acta Oto-Laryng., 13, 302 (1929), 
18) HASEGAWA, T., Monatschr. f, Ohrenh., 73, 19 (1939), 
™4) LORENTE DE N6, R., Ergebn. der Physiologie, 32, 73 (1931). 
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localisations; soit périphériques dans un ou plusieurs muscles de l'oeil ou 
dans leurs nerfs respectifs soit central dans le tractus nerveux central. 


I. Voici trois exemples d'un blocage localisé dans les nerfs oculaires. 


a. Une femme agée de 55 ans. admise a la clinique universitaire, était souffrante d'un 
carcinome du maxillaire supérieur droit. La tumeur semblait avoir rongé le plafond du 
sinus et avait envahi l’orbite droite. Malgré une opération de MOURE et l'évidement total 
de l'orbite, malgré l'électrocoagulation de la tumeur au cours de l’opération, le carcinome 
récidivait résistant a de fortes applications de radium. La maladé succomba. 

La tumeur semblait a l’autopsie avoir perforé la base du crane au niveau de l'étage 
supérieur. Toute la masse cérébrale était intacte. La tumeur avait englobé cependant au 
cours de son évolution l'oculomoteur commun et externe ainsi que le nerf pathétique 
du coté gauche. 

L’oculiste demandé en consultation quelques jours avant le décis pouvait constater une 
paralysie totale apparente de l'oeil gauche. L’examen vestibulaire, fait au méme moment, 
nous montrait que les arcs réflexes des yeux n’étaient pas totalement bloqués, car des 
mouvements réflexes anormaux et uniformes étaient enregistrés aprés l’excitation des 
deux labyrinthes. A l’épreuve calorique froide, les labyrinthes répondaient par un 
nystagmus vertical vers le haut ne montrant aucun nystagmus horizontal et rotatoire 
observé normalement. Méme chose a l'épreuve rotatoire dextro- et lévogyre, la malade 
étant en position assise. L’épreuve calorique chaude ne déclenchait aucun nystagmus. 
Il nous était impossible d’exécuter les autres épreuves rotatoires 1) par cause de [état 
déficient de la malade. 


Dans ce cas le nerf oculomoteur externe et le nerf pathétique semblaient 
totalement paralysés. Dans l’oculomoteur commun nous trouvions encore 
guelques fibres nerveuses intactes, qui permettaient l’apparition d'un 
nystagmus vertical vers le haut, comme unique témoignage de la seule 
voie réflexe encore en fonction. I] était intéressant de signaler que l’examen 
ophthalmologique montrait une paralysie compléte de tous les muscles 
tandis que l’examen vestibulaire démontrait que les fonctions nerveuses 
n'étaient pas toutes totalement détruites. Ce cas est le pendant d’un cas 
déja décrit ultérieurement 16). 


b. Un homme, agé de 66 ans, souffrait d’une névralgie du trijumeau. 3 Semaines 
avant notre premier examen fait en date du 8-3-1933, le malade avait subi une 
intervention chirurgicale, entreprise pour soulager ses douleurs. Par cause d’une forte 
hémorrhagie, lors de la résection intracranienne, était survenu une ophthalmoplégie totale 
de l'oeil droit. A l’examen l'oeil était totalement immobile. Une injection d’eau froide dans 
les deux conduits auditifs externes montrait un nystagmus horizontal typique de Joeil 
gauche et une immobilité absolue de l'oeil droit. L’épreuve rotatoire lévogyre et dextrogyre 
donne les mémes résultats: nystagmus horizontal de l'oeil gauche et immobilité absolue 
de l'oeil droit. La situation reste inchangée en date du 27 mars et du 6 avril. Nous 
pouvions confirmer le phénoméne remarguable de OHM 17) lors du dernier examen. En 


15) Dans tous nos examens, les réactions post-rotatoires et caloriques furent examinées 
en regard direct et depuis 1926 au moyen des lunettes de FRENZEL. 

16) KLEYN, A. DE, Publications biologiques et médicales, Section de Leningrad, 422 
(1926); voir aussi: TANTURRI, Mon. f, Ohrenh., 66, 44 (1932); NEUMANN, H., Jahrb. f. 
Psychiatrie, 36, 550 (1914). 

17) OHM, J., Zur Tatigkeit des Augenmuskelsenders. 2 Bnd. Nichtberufliches Augen- 
zittern. Selbstverlag des Verfassers 1929. 
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déplacant les images en série ou les stries du cylindre de’ Barany devant l'oeil droit 
immobile, on.constatait un nystagmus optocinétique de l'oeil gauche, empéché totalement 
de voir les images ou le cylindre de Barany. Ceci confirme nettement l'idée qu’aucun 
mouvement des yeux est nécessaire pour déclencher un nystagmus optocinétique. En date 
du 27 avril l’ophthalmoplégie et la ptose n’étaient plus totales. Quelques mouvements 
des yeux apparaissaient lors du regard vers le bas et vers la gauche. Dans les autres 
directions l’absence totale des mouvements de l'oeil persistait. 

L’épreuve rotatoire nous donnait: 

1. Un nystagmus horizontal post-rotatoire des deux yeux, apres rotation dans les 
deux sens du malade assis. Les mouvements nystagmiques de l’oeil droit étaient moins 
grands que ceux de l'oeil gauche. 

2. Aprés rotation dextrogyre et lévogyre du malade en décubitus dorsal, un nystagmus 
rotatoire uniquement a l'oeil gauche et un nystagmus horizontal a l'oeil droit. 

3. Aprés rotation lévogyre, le malade en décubitus latéral gauche, un nystagmus 
vertical vers le bas a l'oeil gauche et un nystagmus horizontal vers la gauche a Voeil droit. 

Une rotation dextrogyre du malade ne déclenchait aucune réaction nystagmique de l'oeil 
droit et seulement une réaction trés légére de l'oeil gauche (un nystagmus vertical vers 
le haut). 


Ce cas est un exemple de blocage des nerfs moteurs de l'oeil droit avec 
restitution partielle de l’oculomoteur commun et paralysie totale et constante 
du pathétique et de l’oculomoteur externe. Le nystagmus. horizontal post- 
‘rotatoire de l'oeil droit était la seule forme possible 4 obtenir par toutes les 
excitations labyrinthiques, les autres voies réflexes étant bloquées. 


c. Troisiéme cas. Un homme, age de 44 ans, avait regu un coup de marteau sur la 
temporale gauche. 2} mois aprés l’accident la paralysie de l’oculomoteur commun était 
resté inchangée et totale. Le nerf trochléaire et l’oculomoteur externe étaient intacts. 

La voix chuchotée, entendue normalement a droite, était légérement diminuée a gauche 
par suite d'une surdité trés légére type labyrinthique. 

L’épreuve rotatoire lévogyre et dextrogyre déclenchait successivement un nystagmus 
horizontal vers la droite et vers la gauche. (Malade en position assise). Ceci montre 
clairement qu'un muscle intact suffit amplement pour provoquer des mouvements nystagmi- 
gues dans les deux directions 1*). Les contractions et les relachements brusques du droit 
externe seul provoquaient un nystagmus vers la droite et vers la gauche. Une observation 
analogue d'un anencéphale seta relaté plus loin. 

Le signe de l'indication réactionelle post-rotatoire (lévogyre et dextrogyre) était 
normal, 

Aprés rotation dextrogyre, la téte fléchie sur l’épaule droite, on observait A l’oeil gauche 
le nystagmus vertical battant normalement vers le bas, tandis que l'oeil droit réagissait 
par un nystagmus rotatoire battant vers la droite. Aprés rotation lévogyre, téte placée 
de la méme facon, l'oeil gauche présentait son nystagmus normal vertical battant vers le 
haut et l'oeil droit par contre un nystagmus rotatoire vers la gauche. 

Les voies réflexes des muscles droits supérieur et inférieur de I'oeil droit, ainsi bloquées 
par la paralysie de l’oculomoteur commun, sont discupables de déclencher le nystagmus 
vertical habituel. Cette fonction est reprise par une autre voie réflexe. Ainsi apparait le 
nystagmus rotatoire par l’action du muscle oblique encore innervé normalement. L’état 
nauséeux et vertigineux trés intense nous a empéché de continuer notre épreuve rotatoire 
dans les positions de la téte fléchie en avant et en arriére, 


Normalement nous déclenchons de ces positions un nystagmus rotatoire. Dans notre 


18) BURGER, H., Tijdschr. v. Geneeskunde, 1178 (1912); KLEYN, A. DE und 
TUMBELAKA, R., Graefe’s Arch., 95, 314 (1918). 
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cas nous pouvons supposer aussi la présence d'un nystagmus rotatoire de l'oeil droit car 
cette voie nerveuse réflexe nous a déja paru étre intacte. 

L’épreuve calorique faisait déclencher un nystagmus horizontal-rotatoire des deux yeux, 
ce qu'on pouvait déja supposer vu I'intégrité des nerfs oculo-moteur externe et pathétique. 
Les épreuves de I'indication réactionnelle post-calorique étaient normales. 


I. Détournements par un blocage situé dans les muscles oculaires. 


Si par l'absence congénitale ou par un processus pathologique certains 
muscles sont absents ou déficients, on peut supposer qu'il est possible 
de faire des observations analogues 4 celles faites aux nerfs moteurs. 
L’absence congénitale simultanée des muscles et de leurs nerfs est trés rare 
mais le nombre de cas avec un processus pathologique localisé seulement 
dans les muscles et laissant le nerf respectif absolument intact est encore 
plus minime et l'occasion de pouvoir les soumettre 4 un examen vestibulaire 
complet est alors une chance exceptionnelle. Une occasion de ce premier 
genre était la chance qui nous était donnée de pouvoir examiner un 
anencéphale 19). Le muscle droit externe avec son oculo-moteur externe 
était l'unique systéme moteur rudimentaire de ses yeux. Tout le reste faisait 
défaut. En voici quelques détails: 


Au début de décembre 1929 fut admis a la clinique obstétricale du Professeur DE SNOO, 
un anencéphale qui décéda aprés 8 jours. Cette survie nous a permis de l’examiner 
parfaitement. 

Nous pouvions constater déja lors d'un premier examen une divergence prononcée des 
deux yeux et une déviation vers les cétes changeant d’intensité d’aprés les jours. 

L’examen vestibulaire nous renseignait ce qui suit: 

A. Aprés une rotation de l'enfant autour de son axe vertical, la téte étant bien droite, 
nous pouvions voir une contre-rotation réactionnelle et typique de la téte dans les deux 
sens (rotation dextrogyre et lévogyre). 

B. Voici les formes de nystagmus que nous avons pu observer a |’épreuve rotatoire. 
1. Rotation -de l'enfant autour de l’axe vertical, la téte bien droite sur le tronc: 

Sens dextrogyre: nystagmus post-rotatoire typique vers la gauche. 

Sens lévogyre: nystagmus post-rotatoire typique vers la droite. 

2. Rotation de l'enfant en décubitus dorsal: 

Sens dextrogyre: aucune réaction des yeux. 

Sens lévogyre: absence d'un nystagmus rotatoire, présence d’un nystagmus horizontal 

vers la gauche des deux yeux. 

3. Rotation de l’enfant en décubitus latéral gauche: 

Sens dextrogyre: déviation post-rotatoire horizontale vers la droite des deux yeux 

(déviation plus marquée a l'oeil droit qu’a l'oeil gauche). 

Sens lévogyre: nystagmus post-rotatoire horizontal battant vers la droite des deux yeux. 
Jamais les yeux n'ont dépassé la ligne médiane pendant les différentes épreuves, 
L’épreuve calorique n’a été faite qu'une seule fois afin d’évitér une complication otitique 

_ moyenne eventuelle et ne montrait aucune réaction des yeux. 

L’autopsie révélait quelques données intéressantes. Chaque oeil n’avait qu'un muscle et 
son nerf respectif a savoir le droit externe avec son nerf oculomoteur externe. 

Systéme nerveux central: absence des hémisphéres cérébrales et du cervelet ainsi que 
du mésencéphale y compris les noyaux de l’oculomoteur commun et du pathétique. 


19) KLEYN, A. DE und SCHENK, V., Acta Oto-Laryng., 15, 439 (1931); SCHENK, 
V. W. D., Dissertatie Utrecht 1931. 
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Les noyaux du nerf oculomoteur externe et du nerf vestibulaire étaient intacts a 
l'exception du noyau de DEITERS droit et du faisceau DEITERO-spinal droit. Les labyrinthes 
périphériques étaient intacts; seulement les canaux verticaux postérieurs étaient partielle- 


ment absents. 


Les données anatomiques constatées a l’autopsie et a l’examen histolo- 
gique expliquent bien clairement nos observations cliniques. : 

Vu l’absence de tous les muscles et nerfs oculaires a l'exception du droit 
externe et de l’oculomoteur externe, il n'y avait qu'une seule et unique voie 
réflexe qui pouvait étre suivie par l’influx nerveux. Le fait anatomique 
démontre nettement la présence d’un nystagmus horizontal la ot sous les 
conditions normales un nystagmus rotatoire ou vertical seraient présents. 

SCHARFSTEIN 20) signale un cas analogue. Un malade présentait selon 
son rapport une absence congénitale du droit interne et externe d'un seul 
oeil. Par ce fait il lui était impossible d’obtenir un nystagmus réactionnel 
horizontal post-rotatoire et calorique. Lors de chaque épreuve se déclen- 
chait un nystagmus vertical de ce cété. Il réfutait par cette observation la 
conception de BARANY admettant le fait qu’a chaque excitation d’un canal 
déterminé du labyrinthe se contracterait un groupe musculaire bien spécifié. 
BARANY prétendait ainsi l’existence d’une connection exclusivement directe 
entre les canaux horizontaux d'une part et les muscles droit interne et 
externe d’autre part. Par opposition SCHARFSTEIN écrivait: ,,Es ist méglich 
durch vorwiegende Reizung der horizontalen Ampullen sowohl die Senker 
als auch die Heber der Augen zu innervieren”’. 


II. Détournement de Varc réflexe produit par blocage situé dans le 
systéme nerveux central méme. 


Un cas étudié récemment 4 la clinique neurologique du Prof. BROUWER 
a pu étre suivi et rapporteé. 


Un homme 4gé de 33 ans présentait des symptémes typiques d'une tumeur pontine. 
Des vomissements incoercibles, indépendants de la nature des aliments ingérés, avaient 
débuté en aot 1939, accompagnés bien souvent de véritables crises de hoquet. Depuis 
le mois de décembre de la méme année, le malade présentait une sensation bien pénible 
de lourdeur dans les membres inférieurs, En mars 1940 il devenait subitement sujet a des 
crises de vertiges, difficiles a étre précisées et souffrait vers ce moment d’une diplopie et 
d'une parésie du nerf facial, ce qui lui empéchait de fermer convenablement l'oeil gauche. 
L’acuité visuelle restait intacte. Pas de céphalées. Un amaigrissement de 12,5 Kgr. attribue 
aux vomissements s’était installé depuis les derniers temps (environs un an). 

Examen clinique: Paralysie totale & gauche et guasi totale a droite de l’oculomoteur 
externe. Des deux c6tés: paralysie du regard dans le plan horizontal, Mouvements des 
globes oculaires dans le plan sagittal étaient intacts, 

Parésie périphérique du nerf facial gauche, changée quelque temps aprés en paralysie 
périphérique. A ce moment s’installait aussi une parésie du facial droit ; 

Linterrogatoire du malade nous renseigne sur la présence de picotements ressentis dans 
i pointe de la langue et dans la partie médiane de la lévre inférieure. Réflexe plantaire: 
a gauche normal, (d’aprés STRUMPELL), a droite indifférent, Réflexe rotulien et achillien: 


20) SCHARFSTEIN, M., Monatschr, f. Ohrenh., 59, 396 (1925). 
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égaux des deux cdtés. Réflexes crémastériens et abdominaux étaient présents a droite, 
légérement visibles 4 gauche. Un examen détaillé nous amenait a diagnostiquer une tumeur 
du tronc cérébral (partie caudale du pont). L’absence d'une papille de stase, de céphalées 
intenses ainsi que l’absence d'une hypertension du liquide céphalo-rachidien n’étaient 
aucune contre-indication pour admettre ce diagnostic. 

Examen auditif: intact. 

Examen vestibulaire: troubles spontanés: 

1. En regard direct: pas de nystagmus spontané. Légére déviation vers I'intérieur des 
deux yeux. 

2. L’examen en regard vers la droite et la gauche était impossible a faire par la 
présence de la paralysie du regard dans le plan horizontal et par la présence de la 
paralysie des deux nerfs oculo-moteurs externes. La convergence était intacte et aucune 
forme de nystagmus spontané n’était présente. 

3. En regard vers le haut: pas de nystagmus spontané. 

4. En regard vers le bas: léger nystagmus vertical battant vers le bas, (les mouvements 
verticaux des yeux étaient intacts). En position latérale gauche on observait un nystagmus 
vertical battant vers le bas. En position latérale droite il n'y avait aucune forme de 
nystagmus a voir. 

Troubles provoqués: Par les épreuves rotatoire, calorique et galvanique un nystagmus 
vertical battant toujours vers le bas était la seule et unique réponse réactionnelle laby- 
rinthique, L’épreuve rotatoire lévogyre et dextrogyre, le malade étant en position assise, 
et en décubitus dorsal ou latéral, ne déclenchait aucun nystagmus horizontal ou rotatoire 
ou vertical vers le haut, mais toujours un nystagmus vertical battant vers le bas. 

L’épreuve galvanique (excitation unipolaire cathodique ou anodique des deux oreilles) 
montre le méme phénoméne. 

L’épreuve calorique chaude ou froide, exécutée chez notre malade placé dans différentes 
positions déclenchait toujours ce méme nystagmus vertical sans laisser voir une trace d’un 
nystagmus horizontal ou rotatoire. Il faut remarquer cependant la présence d'autres 
réactions labyrinthiques bien normales, car les épreuves caloriques, rotatoires et galvaniques 
déclenchaient toujours nettement le signe de l'indication réactionnelle typique et la 
tendence classique 4 la chute dans une direction bien déterminée. 

Les réactions d’adaptation statique de RADEMAKER et de GARCIN étaient changeantes, 
absentes quelques fois, elles étaient typiques et démonstratives d'autres fois: 

Nystagmus optocinétique: En interrogeant la forme sous-corticale, le nystagmus vertical 
battant toujours vers le bas, était la seule forme qui pouvait étre déclenchée. En examinant 
la forme corticale nous voyons nettement apparaitre un nystagmus optocinétique dans le 
plan horizontal (vers la droite et vers la gauche) et vertical (vers le haut et vers le bas). 

La dissertation de la disharmonie optocinétique corticale et souscorticale sera passée 
maintenant sous silence, mais fera l’objet de mon prochain rapport, ot a cette occasion, 
je pourrai expliquer longuement les techniques de cet examen. 


En résumé nous devons admettre que dans le dernier cas a l'exception 
de la voie nystagmique verticale battant vers le bas, toutes les voies réflexes 
sont bloquées. Pour cette raison toute excitation labyrinthique de quelle 
nature et forme qu'elle soit, déclenchera toujours cette seule et unique 
forme nystagmique verticale 21). 


21) RAUCH (Monatschr. f, Ohrenh., 53, 629 (1919)) a examiné un malade souffrant 
d'une otite moyenne chronique et ayant été victime d’un violent coup sur le crane par 
une explosion, chez qui il a pu observer un nystagmus vertical battant vere le hau a 
l'épreuve rotatoire lévogyre, la téte pouvant se trouver dans toutes les positions possibles. 


Mathematics. — Elemente der intuitionistischen Funktionentheorie. 
(Zweite Mitteilung)!): Der Satz vom Integral der logarithmischen 
Ableitung. I. By M. J. BELINFANTE. (Communicated by Prof. 
L. E. J. BROUWER.) 


(Communicated at the meeting of February 22, 1941.) 


Diese zweite und die dritte Mitteilung bringen nebst vorbereitenden 
Hilfssatzen eine intuitionistische Uebertragung des klassischen Satzes 
vom Integral der logarithmischen Ableitung. Wir schicken unseren 
Betrachtungen zwei Bemerkungen iiber klassische Aussagen voraus. 

a. Es sei f(z) fir |z|=R regular und es sei festgestellt, dass die 
Beziehung |f(z)|>0 nicht fiir jedes |z|=R erfiillt sein kann. Der 
Schluss: ,Alsdann ladsst sich im Innern des Kreises |z|—=R eine Null- 
stelle von f(z) bestimmen” ist aber unberechtigt. Denn sind a, und a, 
zwei reelle Zahlen. die der Bedingung 0=a,=a, geniigen, wahrend 
keine der Beziehungen 0< a, oder 0O—a,—a, festgestellt ist, so ist 
f(z) =a,z+ a, regular fiir |z|—=1 und kann die Beziehung |f(z)| >0 
unmdglich fiir jedes |z|=1 erfiillt sein. Dennoch lasst sich keine Null- 
stelle von f(z) in |z|=1 bestimmen. (Ein Beispiel fiir die Zahlen a, | 
und a, ist ag—=2 "", wenn wir unter ky, die Ordinalzahl der ersten 
Ziffer in der Dezimalentwicklung von x verstehen, welcher von wenigstens 
n Sequenzen 1234567890 hintereinander gefolgt wird.) Es tritt die hier 
getadelte Schlussfolgerung unter anderen in den klassischen Beweisen der 


Je 
PICARDschen Sdtze auf. In dem Fall, dass das Integral Hi f For nicht 
|z|=R 

verschwindet, lasst sich die Wurzelexistenz aus dem Satz von § 8 folgern. 

b. Nach einem klassischen Satz nimmt der absolute Betrag einer fiir 
|z|=1 reguléren Funktion kein Maximum im Innern des Einheits- 
kreises an’). Jedoch ist es im allgemeinen nicht mdglich auf dem Rande 
dieses Kreises einen Punkt zu bestimmen, wo die Funktion, dem abso- 
luten Betrage nach, wenigstens nicht kleiner ist als ein vorgelegter 
Funktionswert, der innerhalb des Kreises angenommen wird. (Beispiel: 


—k—-V=1) = 
F@j=1--aza=e *; es ist f(0)—=1: man hat aber kein 
Mittel z mit |z/—1 so zu bestimmen, dass | f(z)| =|FO)| ist.) Ist die 
regulare Funktion variabel, dh. sind zwei von einander entfernte Funk- 


1) Die erste Mitteilung iiber denselben Gegenstand ist in diesen Proceedings, Bd. 44, 
S. 173 erschienen. 


2) Vogl. § 3, Bemerkung. 


aly 


tionswerte bekannt, so lasst sich ein Punkt mit der verlangten Bigenschaft 
angeben’). Ist die Funktion konstant, so hat natiirlich jeder Punkt auf 
dem Rande die Eigenschaft. Es ist aber die Disjunktion: ,,eine Funktion 
ist entweder variabel oder konstant”’ im intuitionistischen Sinne unberechtigt. 

Schliesslich bemerken wir, dass das in diesem Teil auftretende Integral 


1 ‘(z)d 
af Pes 7 wo f(z) langs des geschlossenen Weges L regular und 
L 


dem absoluten Betrage nach grésser als eine positive Konstante a ist, 
entweder Null oder einer ganzen positiven oder negativen Zahl gleich 
ist. Denn es gilt der 


Hilfssatz. Es sei die Funktion w=f(z) langs z(t) regular, 
W ()=f[z(] und die Funktion p(w) lings W(t) regular. Alsdann 


hat man: 
ala\dw= | » [fal i filedz. 
J dl 


Beweis des Hilfssatzes. Es ist die Differenz der Summen: 


A= 29 (wi) (wisi— wi) = SY ¢ [F (zi)] ed Ae) (2141 —2i) 
und: 


B=Z 9 [F (zi) F (zi) (zi+1— zi) 


fiir eine t-Zerlegung, deren Breite*) hinreichend klein gewdahlt wird, 
dem absoluten Betrage nach kleiner als eine beliebig vorgegebene posi- 
tive Zahl «. ; 

Wendet man nun den Hilfssatz an auf das obige Integral mit 


yp (w) ==, so ergibt sich nach einem vorigen Satz *): 
eat = : i =k (k ganz oder Null). 


A 2ne) 
z(t) Wit) 


§ 1. Satz 1. Wenn eine Funktion f(z) in einem Gebiete G regular 
und variabel ist, so lasst sich innerhalb G ein Kreis C bestimmen, in 
dessen Innern die erste Ableitung f’(z) von Null entfernt ist. 

Beweis. Da f’(z) gleichmassig stetig ist, geniigt es einen Punkt zu 
bestimmen, wo die Ableitung von Null entfernt ist. Nach Voraussetzung 
gibt es in G zwei Punkte Z’ und Z’’, sodass f(Z’) — F(Z’) dem absoluten 


Bee V gis 3,° Satz IIT, 
4) Vogl. die erste Mitteilung, § 2. 
4a) Vgl. die erste Mitteilung, § 3, Satz 10c. 


Proc. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLIV, 1941. 19 
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Betrage nach grésser als eine positive Zahl a ist. Bestimmen wir nun einen 
Vt 
in G liegenden Polygonzug mit den Feken' 2) =, 2pzgnei an tne 4 


so lasst sich j so wéahlen, dass | f(zj+1)— f(z; )|>—=a t -iStamen 


/ 7 // a 
|zj+1 — zj| = d. Wir bestimmen ein solches 6, dass | f’ (x’) — f’ (x) |< oi 


bleibt, sobald | x’/— x’’|<6 genommen wird und wir wéhlen ein ganzes 


iste! Setzen wir nun Pe 2 pe ee ee fir’ 20; 1 eee 


ay 


xdxiS Pag 


so lasst sich p so bestimmen, dass | f (xp+1) — f (xp) |, 


ist. Es ist dann | f’ (y)| > mithin f’ (xp) von Null entfernt. 


§ 2. Satz Il. Wenn f(z) fiic |\z—z|=R regular und variabel ist, 
so lasst sich zu jedem positiven d< R eine positive Zahl a und eine 
ganze Zahl N so bestimmen, dass in jedem Punkt ¢ mit |¢—z)|=R—d 
eine Ableitung existiert, die dem absoluten Betrage nach groésser als a 
ist und die eine Ordnung < N hat. 

Beweis. Wie aus der Betrachtung von F(z) —f(Rz-+ Zo) ersichtlich, 
darf man hier ohne Beschrénkung der Allgemeinheit R—=1 und z3=0 
setzen. Wir bestimmen nach dem vorigen Satz z, und a>0 derart, dass 


LF (a) b> atte kb eR ee oe ee 
ist. Sei r eine positive Zahl, die kleiner ist als jede der beiden positiven 
Zahlen $d und $(1—|z,|), » eine ganze Zahl 34 und u>1 eine 


solche Zahl, dass |f(z)|< bleibt, falls |z|=1—r genommen wird. 
Wir bestimmen noch in folgender Weise »+1 positive Hilfszahlen 
dy > 02 >... > 4; und v+1 ganze Zahlen M,<— M,< ...< Muay, 
Es wird a; =a und M,=2 gesetzt. Wenn nun a,,a),...,a; und 
M,, M2,...,Mi schon bestimmt sind, so soll Mj1; > M; so gewahlt 


werden, dass 


lu Mi-+p)! _ a; 
Mi ae og oe Sey ay 
P=Mj41—M, . 
ist. Wir setzen weiter: 
Qi41—= A 
TNS PE TE. 6 et eh ey 


Wir behaupten nun, dass a=a,4; und N = M,4+41 die gesuchten Zahlen 
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sind. Zum Beweis wahlen wir, wenn ein Punkt ¢ des Kreises |zj=1—d 
beliebig vorgelegt ist, die Hilfspunkte : 


1 
zj=2, +— ((—2)) (Feel eOe ore det). ddl eee Ta 


und zeigen wir die Richtigkeit der Aussage: ,,Wenn die Ungleichung 
| f"!(zi)| > a;(A) fiir ein bestimmtes ni< M; gilt, so lasst sich ein ni+1;< Mi41 
derart bestimmen, dass auch die Ungleichung | f"!*'(z;+1)| > ai +41 (B) gilt”. 
Diese Aussage ist fiir i= 1 mit n;—=1 nach (J) statthaft und liefert fiir 
i=v wegen (I/II) die Behauptung unseres Satzes. Ihre Richtigkeit folgt 
aus der TAYLORschen Reihe 


fe) — Fern) = DRAW pret ey. UV) 


Denn es ist entweder IF (za) >Z > ais und alsdann gilt (B) mit 


ni+i =n; oder lf eil<F und dann ist die linke Seite von (IV) 
wegen (A) dem absoluten Betrage nach >44a;. Nun ist 


io 2) 


Pe era) tan, 


p! 
Mj 41-Mj 


wie man aus (JJa) und |z;—zj+41|<(4r mit Hilfe der CaucHyschen 
/ 
Abschatzung | REN ceo folgert. Mithin gibt es ein solches 


q< Mi+1— Mi, dass lf" (ei)! > gag) = ist. Also ist in 


diesem Fall (B) mit ni+:=ni+q< Mi+: erfiillt. 


§ 3. Satz I. Es sei f(z) regular und variabel fiir |z|< R und 
es seien zwei positive Zahlen d< R und « beliebig vorgelegt. Alsdann 
lasst sich eine positive Zahl k<« mit folgender Eigenschaft bestimmen : 

A. Jedem z) mit |z|< R—d [asst sich ein z, mit |z,|<R—4d 
so zuordnen, dass |f (z,)| >|f(zo)| +k ist. 

B. Jedem z) mit |z|<R—d kann man zwei zwischen k und « 
liegende positive Zahlen r,; und r, so zuordnen, dass die Ungleichung 
\F()|>k fie y S|z—2|Srr erfillt ist. 

Bemerkung. Die Eigenschaft A verscharft den klassischen Satz, dass 
der absolute Betrag einer reguléren Funktion kein Maximum innerhalb 
des Regularitatsgebietes besitzt >). Die Eigenschaft B gibt als Ersatz fiir 


5) gl. die Einleitung, Beispiel b). ie 
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die in der intuitionistischen Mathematik nicht stichhaltige Disjunktion: 
Es ist |f(z)| in einem Punkt entweder >0 oder =0” ein Mittel. zur 
Bestimmung von ,,Nullpunktfreien’”” Gebieten. Eine leichte mou cras von 
B ist der in § 5, 6 und 8 angewandte 


Zerlegungssatz. Ist f(z) regular fiir |z|<r und G ein innerhalb 
des Kreises |z|—r liegendes Gebiet, auf dessen Rand f(z) #0 ist, so 
kann man G zerlegen in Teilgebiete p,,p2,... auf deren Rand f(z) 
ebenfalls +0 ist, wahrend zwei Punkte desselben Teilgebietes pj eine 
Entfernung haben, die kleiner ist als eine beliebig vorgegebene, positive 
Zahl «. 

Beweis des Satzes IIJ. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit darf 
man R=1 setzen. Es haben r,u,a und N dieselbe Bedeutung wie in 
dem Beweis von § 2 und es sei m=2u:r%. Fiir |z| << 1—d, |h| << 4r 
und p< WN gilt dann 


Cy At fn 
See 


Pp 


<m| bP i sea, a 


wie man leicht aus der CAUCHYschen Abschatzung | f”( 


Es sei £, eine positive Zahl, die kleiner als jede der Zahlen r, a en é ist. 


Wir bestimmen die Hilfszahlen f; und 6; fiir i=1,2,...,N-+1 aus 


beet 
Ota NT ok) 22 (Ss Clee ee 
und 
gt 
Bi pap-  ) g e 


Es ist dann k—+fy4 eine Zahl mit der verlangten Eigenschaft. 
Fiir den Beweis zeigen wir, dass folgende Aussage richtig ist: 
»Falls in einem Punkt zy) mit | z)|< 1—d die Ungleichung 


tf? (zo) |) Bitees <u 
fiir ein gewisses p(l1=p<N) gilt, so hat man entweder: 
Ff? (zo) Pian’ Se rea 
fiir ein q, das der Ungleichung 1 =q <p geniigt, oder: 


| F(Zo + h)| > | F(z) | +k * ts eV 


fiir ein gewisses h, das dem absoluten Betrage nach kleiner als a ist, und: 


| Fo +:h)|> kos oe ee 
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fiir jedes h, das der Bedingung r, <|h|<ry geniigt, wo r, und r, 
passend zwischen k und ¢ zu wahlende, positive Zahlen sind”. 

Diese Aussage ist fiir i=1 nach Satz II wegen /; <a statthaft und 
es sind die Beziehungen Va und Vb die Behauptungen (A) und (B) 
unseres Satzes, wahrend die Beziehung JV eine neue Anwendung mit 
kleinerem p erméglicht °). Nach héchstens N-maliger Anwendung lasst 
sich also die Richtigkeit unseres Satzes folgern. Fiir den Beweis der 
Aussage setzen wir nach TAYLOR: 


ee fa Seed dd 20) Sy 57 A Fe 25) 


n! 
pti 


(VJ) 
= S; te S, + S; 
Wenn nun A der Bedingung 6; =|h|=2 6; geniigt, so ist 


_ Bilh\P 
1531 <ayp? 


wie man aus (J) mit p+1 statt p und (J/a) folgert. Weiter is wegen (II): 


or ais Se aathin | Sh 2Sei0 . . (VID 
Wir setzen noch ’) 
p-l 
= (2 6i)" | ie (Zo) : VII 
bee ag Seen ale on OID 
und 
__ OF Bi: 
e= 4Nnr 
Es ist dann: 
Pome ares, 4 eS TX) 
und es gilt entweder: 
tet o 
oder: 
(PPE Se ee ree © S 


Im ersten Fall gibt es nach (VJIJ) und (Ila, b) ein solches q mit 
1=q <p. dass 


OF Bi 
f(aa)|> 2 SIGN. NI7 Pitt 
6) Fir p==1 findet man, wie aus dem Beweis ersichtlich, sofort die Beziehungen 


Va und V6. 
_ 7) Fir p=1 setzen wir T;=0. 
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ist, d.h. es gilt die Ungleichung (JV) unserer Aussage. Im zweiten Fall 
hat man neben (X) entweder: 


ane dO .. 2 yf ey ee rn 


oder: 


TA ee ee, 


Aus (XJ) folgt nun wegen (VII) und (LX): 
| F(z + A) | >| S2|—|S3|—| $1] —| Feo) |> 4 


folglich sowohl : | f(z) + A)| >| F(zo)| +44 >| F(zo)| +k als | F(Z + h)| > k. 
Es ist also die Ungleichung (Va) bzw (V6) der Aussage erfiillt, sobald 

h der Beziehung |h| = 6; < 4d bzw r, = 6;=|h|=26;—r, geniigt. 
Gilt (XII), so folgert man (Va) indem man h so bestimmt, dass 

hP f (zo) 
f (Zo) 


positiv und |h|= 6; ist. Denn es ist dann: 


| f (Zo +A) | >| F(z0)| +] $2) —| $i] —| Ss] >| F)| +k. 


Auch (Vb) ergibt sich jetzt leicht, denn wegen (J) mit p=1 hat man 

6 — —S he 
ii ics 
| F (zo + h) — fF (z0o)| <4, also wegen (XII) auch: |f(z% +h)| >46>k. 
Schliesslich folgert man aus (/Ja, b) und den obigen Festsetzungen fiir 
r, und r, dass in jedem Fall die Ungleichung: k <r, <r. <e erfiillt ist. 


fiir jedes h, das der Beziehung: r;= =r, gentigt: 


§ 4. Satz IV. Wenn f(z) fir |z|=R reguladr und variabel ist, so 
kann man zu jedem Punkt z) in |z|<R Re pons Zahlen r, und 


= 1 ist, falls das In- 


ft (cr; <r) so bestimmen, dass Seas 


oe 
tegral erstreckt wird iiber ein einfaches geschlossenes Polygon W, das den 
Kreis |z—2z)|=r, im positiven Sinne umschliesst und innerhalb des 
Kreises | z—2)|=ry liegt. 

Bemerkung. Satze wie der obige sind sofort klar, wenn man iiber 
die genaue Lage und Multiplizitat der Nullstellen von f(z) — f(z») orien- 
tiert ist und fehlen deshalb in der klassischen Theorie. 

Beweis. Sei |z|<.R. Nach Satz II kénnen wir p< N so bestimmen, 
dass f? (zo) #0 ist. Wenn S,, S, und S; dieselbe Bedeutung haben wie in 


§ 3 (VI), so lasst sich offenbar ein solches positives anal o 


bestimmen, dass 1531 <4 152 ist, sobald h der Ungleichung |h|<2r 


geniigt. Wir setzen U, = oe ele (20)! undiG@es eee 8) 
P 


8) Fir p==1 setzen wir U,—=0. 
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Es ist nun entweder: U,<2C oder: U,>C. Im ersten Fall hat 
man fiir jedes h, das der Ungleichung r,=r<|h|<2r=ry, geniigt: 
| Fo + h) — F (zo) — S2|< 4] S2|, 


mithin: 


Arg { f(20 +h) — Fle0)} Arg { S2}| << 


—s 


und hieraus folgert man sofort, dass in der Tat: 


VAS Ae "a= 


ist. 

Im zweiten Fall lasst sich ein ganzes q mit 1=q<p so bestimmen, 
dass |f%(z)| £0 ist. Alsdann kann der Beweis mit q statt p wiederholt 
werden. Nach héchstens p-maliger Wiederholung gelangt man also zu 
der Behauptung des Satzes. 


§ 5. Satz V. Es sei f(z) regular und variabel im Innern eines 
Kreises C und G ein innerhalb C liegendes einfach zusammenhangendes 


Gebiet, auf dessen Rand f(z) #0 ist. Alsdann gilt: 


2H iva 
ei) he 


Beweis. Aus der Annahme /g¢ <0 leiten wir in folgender Weise einen 
Widerspruch her. Es sei {&} eine gegen Null strebende, monotone 
Folge positiver Zahlen. Wir denken G zerlegt in Teilgebiete g;,. jedes 
dieser Teilgebiete wieder in Teilgebiete gj, i, usw. Es soll dabei f(z) 
auf dem Rande jedes dieser Teilgebiete 0 sein und es soll die Ent- 
fernung zweier Punkte eines Teilgebietes gi, i, ... i, kleiner als ¢, sein. 
Nach dem Zerlegungssatz (§ 3) ist eine derartige Zerlegung médglich. 
Es ist dann 


£4 eee 2) dz 
Io= = =F Iy, 
— soa 1 Ste (i,) Ja srg (i) a 


Si, 


und allgemein: 


ea f’ (2) de _ 
eee 5 | a a 


Bbiasal 
f (z ie 
= 2 git inay* 
O57 me et: piace Mia 


8i,..-tn inti 


Falls nun Ig <0 ware, so kénnte man eine gegen einen Punkt zo 
konvergierende Folge von Gebieten gx, gk, k,... $0 bestimmen, dass 
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jedes Igy i... tm <0 ist. Hieraus folgern wir leicht, dass f(z) samt ihren 


Ableitungen von beliebiger Ordnung in dem Punkt z) Null ware, im 
Gegensatz zu der Annahme, dass f(z) variabel ist. Denn ware ja f(z) #0, 
so kénnte man r derart bestimmen, dass |f(z)—f(20)|<4|f(20)| bleibt, 
sobald z der Bedingung |z—z|<r geniigt, und hieraus wiirde folgen, 
dass sa ieee wire fiir diejenigen Gebiete gx,...%,, der Folge, die 


ganz innerhalb des Kreises |z—z)|—r liegen. Und hatte man f(z)=0, 
i(zs) 0 Hur? p— 1,125.9. hl abel f" (zo) #0, so kénnte man r so 
bestimmen, dass 


(z—zo)" fF” (Zo) 


n! 


il 
<3 


f()— aE ee 


a ae (z—Zo)? f? (Zo) 
= Pa aI 


bleibt, sobald z der Bedingung |z—2z)|<r geniigt, und hieraus wiirde 
folgen, dass WG p,m 9 ware fiir diejenigen Gebiete gx,...x,, der 


Folge, die ganz innerhalb des Kreises | z—zo|—r liegen. 


§ 6. Satz VI. Es sei f(z) regular im Innern des.Kreises \z|—R. 
Es liege der einfach zusammenhangende Bereich G ganz innerhalb 
dieses Kreises und es sei auf seinem Rande 


DAC N 1 err wae eee 


f'@)dz = 
fora = 
G 


ist, so gilt (1) fiir jeden Punkt von G. 
Beweis. Sei z ein beliebiger Punkt von G. Um zu zeigen, dass 


\f (Zo)| =k ist, wahlen wir eine beliebige positive Zahl «. Wir haben 
dann entweder: 


Wenn nun 


\F)—= fq) Se 2S eee 
fiir jeden Punkt z auf dem Rande von G, oder: 
f(z) ~—f @)|<22 2-2 5) ee 


fiir wenigstens einen Punkt z, auf diesem Rande. 
Falls (2) gilt, bestimmen wir nach Satz IV ein solches Polygon p, dass 


1 fGydze 
yt Aa ee ees eae 
Pp 


ist und zerlegen wir G in Teilgebiete p, = 
Pi — P: P2:P3, 
Rand f(z) — f(z.) £0 ist. Es ist nach Satz V 


wie 2 ef dee 
oaven Fle)— Fle) ~ 
A Py 


..++DPn, auf deren 
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also wegen ia 
5 1 be deca We bs age 
sca Fai) Fel A= Sava hastaa" : 
v1 Py 


Wenn nun w beliebig komplex, aber absolut genommen kleiner als k 
ist, so hat man: 


Sie fs ee on | CGan (z)}mt si rs (6) 


da ja auf dem Rande von G |f(z)|=k>|w| ist. Vergleicht man aber 
die fiir jedes w mit |w|<k giiltige Beziehung (6) mit (5), so erkennt 
man, dass | f(z))|=k ist, w.z.b.w. 

Gilt (3), so hat man wegen (1):|f(z)|>k—2<«. Da « beliebig ist, 
folgt wieder | f(z,)|=k. 


§ 7. Satz VII. Es sei f(z) regular fiir |z|\=R und es sei fiir jedes 
ia1—R 

Alsdann gilt (1) auch ftir jedes ne 

Beweis. Wenn|z)|< R und | f(zo)| > « ware, so kénnten wir folgender- 
weise einen Widerspruch herleiten. Wir setzen: 


Br teal Raettiee eee. (2) 
und bestimmen d< R 


Bee rey ee ee a a3) 


bleibt, sobald | z’—z’’|<d genommen wird. Sei k=k (d; ¢) die in Satz III 
bestimmte Konstante. Wir bestimmen z, mit |z,|< R—d, so dass die 
Ungleichung 
| TE USA Ga) ee eee 


fiir jedes |z|< R—d erfiillt ist. Nach Satz II existiert nun z, mit 
|z.|<¢R— 4d, so dass 


EAs OS 9 LTS eat ree ce aia ae se (5) 
folglich, wegen (4) und (2), auch 
ile ies ad Be ke aie ty AO) 


: R 
ist. Wegen (4) und (5) ist |z,.|,=R—d. Setzen wir jetzt B= 
so ist |z3/=R, |z2—z,|<d folglich, wegen (3) und (6): |f(zs)|>" 


entgegen der Annahme (1). 


, 


Mathematics. — Folgen und Reihen in bewerteten Kérpern. (Erste 
Mitteilung.) I. By F. Loonstra. (Communicated by ProfMLoEia): 
BROUWER.) 


(Communicated at the meeting of February 22, 1941.) 


§ 1. Definitionen. 


In seiner Abhandlung ,,Limesbildung und allgemeine Kérpertheorie”’ ') hat 
KUrSCHAK den Begriff der ,,Bewertung” in die Kérpertheorie eingefiihrt. 
Einen Kérper K nennt man bewertet, wenn jedem Elemente a von K 
eine positive reelle Zahl |a|, die Bewertung von a, zugeordnet wird. 

Die Bewertungen der Elemente sollen folgende Bedingungen erfiillen: 


1 |a—b|=la|+ |b): 
23 (abl =|.al.| bis 

3: [O\=0; |a\0 fir a0. 
Hieraus ergibt sich: 

a. = = pl tir b= 0; 
b. (iter di alse yas te 
c. |—a|=]a]|, somit-|—1|=1; 
d — MMal—lel 112-6 


(wenn man fiir gewdhnliche Absolutbetragbewertung Doppelstriche benutzt). 

Man nennt die Bewertung archimedisch, wenn wenigstens einmal die 
Bewertung einer Summe grdészer ist als die beider Summanden. Der 
Koérper R der rationalen Zahlen ist archimedisch bewertet, wenn man 
jedem Elemente den gewohnlichen Absolutbetrag zuordnet. 


Die Bewertung heiszt nicht-archimedisch, wenn statt 1 die schdrfere 
Forderung 


|a+b|=max(|a 


;|b|) 

gilt. Die p-adische Bewertung der rationalen Zahlen ist das einfachste 
Beispiel einer nicht-archimedischen Bewertung. (Sei a eine rationale Zahl, 
p eine bestimmte Primzahl und 


a= — + p* 


Vv 


1) Journal f. d. Reine und Angew. Math. 142 (1912). 
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mit durch p nicht teilbaren ganzen Zahlen u und v, so wird durch 
1) io Oc <1) 


eine Bewertung von R definiert.) 
Zum Schlusz sei noch erwahnt, dasz jeder Kérper ,,trivial’’ bewertet 
ist, wenn man 


|a|=1 fiir a0; |0|=0 
feststellt. 

Unter einer beschrankten Menge V von Elementen x aus einem 
bewerteten K6rper versteht man eine solche Menge, zu der es ein Element 
a gibt mit 

| a| =| | 
fiir alle x aus V. 


§ 2. Fundamentalfolgen, vollstandige Korper. 


Es sei {xn} eine unendliche Folge von Elementen x,, x2,... aus einem 
bewerteten Kérper K. Die Folge heiszt Fundamentalfolge {x,}, wenn es 
zu jeder positiven Grdésze « eine natiirliche Zahl n=n (ce) gibt, so dasz 


| xp—xq|<e ip nig =n). 
Durch Ersetzung von xp durch xg-+ xp—<xq ergibt sich 
| <p | =| xq | + | xp—2q | =| xq | +2 
und fiir g=n-+1 
| xp | =| xn4i1|te=C fiir p> n. 


Jede Fundamentalfolge ist also beschrankt. 

Die Fundamentalfolgen mit Elementen aus K bilden einen Ring O, 
wenn man die Summe und das Produkt der Folgen {xn} und {yn} folgen- 
dermaszen definiert: 


{2a} = (Xn + Yahi {tn} = {Xn + yn}. 


Eine Fundamentalfolge {xn} aus K wird Nullfolge genannt, wenn es 
zu jeder positiven Grésze ¢>0 ein n=n (ce) gibt, so dasz 


lxp| <2 fir p > xn. 


Die Nullfolgen bilden ein Ideal J im Ring O der Fundamentalfolgen. 
Es sei {xn} eine Folge von Elementen aus K. Gibt es ein Element 
— aus K, so dasz {xn—£} eine Nullfolge bildet, so sagt man: die Folge 


{xn} konvergiert nach £, oder {xn}—>& und der Grenzwert wird 


mit lim x, bezeichnet. 
n> @© 
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Wenn {xn}—&, so ist jedem positiven ¢ eine natiirliche Zahl mp = np () 


zugeordnet, so dasz 
| xn —&|<Ce fir n > no. 


Jede konvergente Folge {xn} bestimmt ihren Grenzwert & eindeutig: 
Sei {xn}—>é& und {x,}—&, so sind {x,—&} und { xn—&} Nullfolgen, 
d.h. die Differenz 


{ (xn — 8) — (xn —F')} = 12 8} 


ist ebenfalls eine Nullfolge, aber dann ist =é’. 

Weil eine konvergente Folge auch Fundamentalfolge ist, so sind alle 
konvergenten Folgen von Elementen aus K beschrankt. 

Aus der Konvergenz {xn,}—€& schlieszt man weiter noch wegen der 
Relation d des § 1, dasz die Folge {|xn|}—|&|. Umgekehrt kann man 


aus {|x,|}—>J|é| das Vorhandensein von lim x, nicht folgen lassen: So 
i> CO 


besitzt im Sinne der Absolutbetragbewertung des Kérpers der rationalen 


Zahlen die Folge 
4: 191,905 2151:99955-1,9009; 


die Eigenschaft, dasz die Folge der Bewertungen den Grenzwert 2 besitzt, 
ohne dasz die Folge selber konvergiert. 

Fiir Folgen von Elementen (mit Ausnahme von Nullfolgen) aus einem 
nicht-archimedisch bewerteten Kérper gilt die merkwiirdige Eigenschaft, 
dasz von einer konvergenten Folge {x,} die Elemente von einer Stelle 
Xn an dieselbe Bewertung haben. Es ist ndmlich méglich eine solche 
positive Zahl g und eine natiirliche Zahl n zu bestimmen, so dasz 


|xn|>g und |xn—xnik| <g. 
Diese Ungleichheiten sagen aus: 
| n+k | = Xe ar (Xn+k—*n)| = | Xn |. 


Es ist ndmlich |a+6|= max (|a|, |b|); sind |a| und |b] nicht gleich, 
so ist |a+b| genau gleich der grészeren der beiden Zahlen. 


Ein nicht-trivial bewerteter Kérper ist, wenn man den K6érper als 
topologischen Raum betrachtet, immer insichdicht, aber nicht notwendig 
vollstandig, d.h. nicht jede Fundamentalfolge in K konvergiert, wie das 
Beispiel des Kérpers R der rationalen Zahlen in bezug auf die Absolut- 
betragbewertung zeigt. Ebenso wie in der Cantorschen Theorie der 
Irrationalzahlen laszt sich nun jeder nicht-trivial bewertete K6érper durch 


Hinzunahme von Fundamentalfolgen zu einem kleinsten vollstandigen 
bewerteten Kérper erweitern: 
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Die Festsetzung der Addition und der Multiplikation von Fundamen- 
talfolgen im bewerteten Koérper K erfiillt alle Postulate fiir einen Ring. 
Die Nullfolgen bilden im Ring O ein Ideal J, die Restklassen von O 


nach dem Ideal J bilden einen Restklassenring O/J=K. Wir beweisen, 


dasz K ein Kérper ist, dasz also im Ring der Fundamentalfolgen die 
Kongruenz 


ax =b(I) fir a0(J) 
eine Lésung hat. 


Es gibt ein n und ein ¢>0 mit |ap|=e fiir p>n. Denn wenn fiir 


alle n und alle «>0 
Jap|<e (p > n) 
ware, so kénnte man n bei gegebenem « so grosz wahlen, dasz 
|ap—ag|<e (p>n,q>n) 


also ware die Folge {ap} eine Nullfolge im Widerspruch zur Voraus- 
setzung. Es sei also fiir jedes Element der Fundamentalfolge {ap} 


|ap|=e fiir alle p. 


Es ist dann die Folge {a,'} eine Fundamentalfolge, denn zu jedem 
0 gibt es ein n, so dasz 


|ag—ap| << Be? (p >n, q >n) 
und wegen |ap|=«, |ag|=« 


|ag—ap| 
| ap aq| 


<0, 


also 
jase, 8 (p21. q > 2): 


Die Fundamentalfolge { ap’ bp} ist die erwiinschte Lésung der Kongruenz. 
Der Kérper K enthalt insbesondere die Restklassen mod I, welche 
durch die Fundamentalfolgen {a,a,...} dargestellt werden. Es laszt sich 
einfach zeigen, dasz der Kérper K sich durch Hinzunahme der Funda- 
mentalfolgen nicht mehr erweitern laszt: jede Fundamentalfolge in K besitzt 
schon in K einen Limes. Wir setzen voraus, dasz in der Folge {ap} zwei 
aufeinanderfolgende Elemente immer voneinander verschieden sind. 
Wir setzen nun 


| Ap — Op41| = Ep. 
Es gibt zu jedem ap ein ap, so dasz 


| ap — ap| < &p. 
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Es ist ja ap definiert durch eine Fundamentalfolge { a1, p, a2, Pre .} als 
deren Limes es definiert war. Weiter gibt es zu jedem « ein n’, so dasz 


|ap—ag|< ge (p> nad) 


4 / 4} . 
und ein n”, so dasz ép<te (p>n”). Ist nun n=max (n’,n”) so sind 


fir pe neg 


ag—ag|< $e 


Ap— Aq | <a 5, 


| ap—ap| <s& 


also 


| ap —aq| =|ap—4p| “fe |ap—aq| ets |ag—ag| < 


Folglich bilden die a, eine Fundamentalfolge in K und diese Folge 
besitzt also einen Limes a in K. Wegen {an} ={an—(an—an)} unter- 
scheidet sich die Fundamentalfolge {an} von der Folge {an{ um eine 
Nullfolge, also hat die Folge {an} den gleichen Limes. 

Auf Grund der in § 1 gegebene Ungleichung d bilden die Bewer- 
tungen |ap| der Elemente einer Fundamentalfolge {ap} ebenfalls eine 
Fundamentalfolge im K6rper Z der reellen Zahlen, und diese Folge 
besitzt in Z einen Limes. Wir setzten nun,’ wenn die Fundamentalfolge 
{ap} das Element a definiert, 


la} s=lim | ap): 
p> 


Alle Fundamentalfolgen mit demselben Limes definieren also dieselbe 


Bewertung in K. Diese Erweiterung K von K ist also vollstandig, und 
man nennt sie zuweilen perfekt. Das Resultat unserer Ueberlegungen 
kénnen wir also in der Aussage zusammenfassen: 

Jeder bewertete Kérper K kann zu einem vollstandigen Kérper erweitert 
werden. Diese kleinste vollstandige bewertete Erweiterung K eines 
Korpers K steht in der gleichen Beziehung zum Kérper K wie der 
K6rper der reellen Zahlen zu dem der rationalen Zahlen. 


n 
Fiir weitere Untersuchungen benétigen wir den Beweis von lim |“|n|=1 
n> @ 


(in jedem bewerteten Kérper) wenn n alle natiirlichen Zahlen durchlauft. 


1°. Archimedische Bewertung des Kérpers R der rationalen Zahlen: 
Es ist jede Bewertung 


Jn}=||n|P  (0<e=1)?) 


wo ||n|| der gewodhnliche absolute Betrag ist. Daraus ergibt sich: 


‘dees n 
lim (“n= lim || n|Ie. 
no 


no 


_ ?) OSTROWSKI, Acta Mathematica 41 (1918). 
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Im Korper R ist 


n ——- Lote a 
lim [“||n|| = 1, also auch lim |“/n|=1. 
no n—> oo 


2°. Nicht-archimedische Bewertung des Kérpers R: Fiir wenigstens 
eine Primzahl p ist die Bewertung |p|<1. Aber dann ist die Bewertung 
jeder zu p teilerfremden ganzen Zahl q 


iq|=1. 
Es sei n= p*.p®-p)-..., so ist |n|—=p-*? (falls p nicht Teiler von 


n ist, setze man a—(). Es ist ja jede nicht archimedische Bewertung der 
rationalen Zahlen einer p-adischen Bewertung gleich ?). Es ist nun 


also 


mithin 
7 Be nN n ro "5 
gi hae = ai. 


Die Ausdriicke rechts und links besitzen den Limes 1, also auch der 
mittelste, w.z.b.w. In dieser Weise zeigt man auch, dasz fiir beide 
Bewertungsarten : 


OTH wt nl 
fiir festes k alle gleich 1 sind, wenn man darauf achtgibt, dasz 
lim |“||n +k||=1 (fiir festes k) (im Kérper R der rationalen Zahlen 
a->o 


mit der Absolutbetragbewertung). 
3°. Ist R trivial bewertet, so ist es ohne weiteres klar, dasz 
n 
im | n| 1. 
nu © 


Allgemeines Konvergenzkriterium fiir eine Reihe; es sei u; +4. +... 
eine Reihe von Elementen aus einem vollstandigen bewerteten Korper K. 


Setzt man 
n 


ls Sn, 


v1 
so folgt aus dem Erérterten, dasz man die Konvergenz der Reihe be- 
stimmen kann mittels derjenigen der Folge {s,}. Aus dem Konvergenz- 
kriterium fiir Folgen ergibt sich also das allgemeine Konvergenzkriterium 


fiir eine Reihe: 
Dafiir, dasz eine Reihe u, + u,-+... von Elementen aus einem voll- 


3) OsTROWSKI, Acta Mathematica 41 (1918). 
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standigen bewerteten Kérper konvergiere, ist notwendig und hinreichend, 
dasz man jeder positiven Zahl « mindestens eine natiirliche- Zahl n 
zuordnen kann, so dasz fiir jede natiirliche Zahl p 


|tn + nei t... + unep|<é 


Aus dem zweiten Teil folgt, wenn man p=1 ansetzt, eine notwendige, 
aber keineswegs hinreichende Bedingung 


|um| <é (m= n(e)). 


Fiir nicht-archimedisch vollstandige bewertete K6rper ist diese not- 
wendige Forderung auch hinreichend. Aus 


lt pil <Qe (m= n(e)). 
folgt 


ih 


lin 5 Ogedied 2 tins p| = max (|tn| ; | Un+1 
und folglich 
| tn + uns + waeus + Un+p| =. 


Eine hinreichende, aber keine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz - 


von x Un (un aus K) ist die Konvergenz der Reihe 
n=0 


ie o) 
ae. 
n=0 

Es ist namlich 


Jun + Unasi +... + untp|=lun|+ lungi| +... + |unep|. 


Fiir nicht-archimedisch vollstandige bewertete Kérper ist die Konvergenz 
der Reihe der Bewertungen nicht nur hinreichend, sondern auch notwendig 
co ie) 
fiir die Konvergenz der Reihe S’up. Konvergiert namlich up, so ist 
n=0 n=0 


lim u,=0 also auch lim|un|=0, aber diese Bedingung ist notwendig 
n—+>0 n> 0 


und hinreichend fiir die Konvergenz der Reihe 


|ug| + |uy|+|ua|+... 


Wir nennen auch hier eine Reihe up + u, + u,-+... von Elementen aus 


einem bewerteten Kérper absolut konvergent, wenn die Reihe der Be- 
wertungen konvergiert. 


§ 3. Funktionen. 


Eine Funktion f(x), die auf ihrem ganzen Definitionsbereich ausschliesz- 
lich Elemente eines vollstandigen bewerteten Kérpers K benutzt, laszt 
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jedem Elemente x von K ein Element ebenfalls von K entsprechen. Die 
einfachsten Funktionen sind die Ringelemente von K [x]: die Polynome 
in x iiber K; es ist 


Jai x! + 2 by x! = S'(a; + B,) x! 
(ai xc) (2' be x*) = Dem x™ (Cm = D a; by). 


Durch Quotientenbildung erhalt man den Kérper K(x), fiir welchen 
jedes Element 


Ones k= Ea} mit f(x) und g(x) aus K [x]. 


g (x) 
Die Ableitung von f(x) fiir xx, welche wir mit f’ (xp) bezeichnen 
definiert man auch hier derart, dasz man Differenz f (x9 + hn) — f (xo) 
bildet und dann durch das darin vorkommende Element h, einer 


Nullfolge {hn} aus K durchdividiert und 
lim F (xo ++ hn) — f(x») 


ao n 


bestimmt. 

Wenn f(x) fiir alle x des Definitionbereiches eine Ableitung besitzt, 
so nennen wir f(x) differenzierbar, und die Ableitung bezeichnen wir mit 
f’ (x). Man beweist einfach, dasz fiir Polynome’ 


(2 ax Sa —- Shar kia 
und weiter: 
(bol =f -oesl(fo) =f +f’ 9- 


Weil das Bewertetsein von K die Eigenschaften des Ko6rpers nicht 
andert, gilt also fiir bewertete Kérper im allgemeinen: Ist a eine Null- 
stelle eines Polynoms f(x), so ist f(x) durch x—a teilbar. Daraus ergibt 
sich, dasz ein von Null verschiedenes Polynom héchstens soviele Null- 
stellen besitzt wie der Grad des Polynoms angibt. 

Stetigkeit. Es sei f(x) definiert fiir eine Menge V von Elementen x 
aus einem bewerteten Korper, und x) aus V. Man nennt f(x) fiir 
x=, stetig, wenn man jedem ¢ >0 ein ebenfalls positives @ zuordnen 
kann, so dasz 


| F(x + h)—F (xo)| <e, fiir |A| <0. 


Man nennt f(x) stetig in V, wenn f(x) fiir jedes x von V stetig ist. 
Dasz die ganzen rationalen Funktionen auch in bewerteten Kérpern 
stetig sind, zeigt man einfach fiir f(x)—=ax" und fiir die Summe von 
zwei stetigen Funktionen f und g. 


Proc. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol, XLIV, 1941. 20 
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§ 4. Gleichmaszige Konvergenz. 

Es sei f(x) eine Funktion, definiert in einem vollstandigen bewerteten 
Korper, welche auszerdem abhangig ist von n. Man sagt: fn (x) konver- 
giert gleichmaszig zur Funktion F(x), wenn man jeder positiven Zahl 
¢ eine natiirliche Zahl N zuordnen kann, so dasz fiir jedes n >N und 
alle x, fiir welche fn (x) definiert sei, 


| F (x) — fn (| <e. 


Wenn eine stetige Funktion fn(x) gleichmaszig zu einer Funktion rola) 
konvergiert, so ist F(x) ebenfalls eine stetige Funktion. Setzt man 
namlich an 


F (x) — fn (x) = dn (2), 


so ist 


F(x+h) —fa(x +h) = dp (x +h). 


Nun ist 
F (x + h)—F (x) = { fn (x + h)— Fn (x)} + b dn (* + h)— da (x) } 
und folglich 


| F (x + h) —F (x)| =| fn (+ h)— fa (%)| + | dn (@ + h)| + | dn (2)| 


und wegen der Voraussetzungen ist fiir |h|< 7 ein n zu bestimmen 
so dasz 


| F (x + h)—F (x)| <3¢, 


d.h. F(x) ist eine stetige Funktion. 

Aus dem Beweise geht deutlich hervor, dasz dieser Satz ebenso gut 
fiir archimedisch wie fiir nicht-archimedisch bewertete Kérper giiltig ist. 
Fiir den zweiten bekannten Satz der gleichm&szigen Konvergenz, welche 
die Vertauschung von Differenzieren und Limesiibergang besagt, ist dem 
iiblichen Beweis nicht zu folgen. Der Beweis des Satzes, wie er in der 
Theorie der reellen Funktionen gewdhnlich gegeben wird, benutzt den 
Mittelwertsatz der Differentialrechnung, einen Satz, welcher mit Hilfe 
des Theorems von ROLLE bewiesen wird. Dieses Theorem besagt: ,,Sind 
a und b zwei Wurzeln der Gleichung f(x) 0, ist f(x) stetig und besitzt 
f(x) fir a=x=b eine Ableitung, so hat f’(x)=0 wenigstens eine 
Wurzel c, so dasz a=c=b". Das Theorem von ROLLE ist z.B. im 


Kérper der komplexen Zahlen ungiiltig: 
eiX—_]—(0 


hat die Wurzeln x=0 und x=22, wihrend die Ableitung i. e!* 
zwischen x—=0 und x= 2z keine Nullstelle besitzt. Dadurch wird dieser 
Beweis also ungiiltig. Dasz die Vertauschung von Differentiation und 
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Limesiibergang z.B. im Kérper der p-adisch bewerteten K6rper der 
rationalen Zahlen falsch ist, hat Herr H, FREUDENTHAL mir durch 
folgende Ueberlegung bewiesen: k durchlaufe die Zahlen: 0,1,..., p?—1. 
Es sei 


n(x) =k fiir jede x, wofiir |x—k|=p-*. Folglich ist fi (x) =0, 
also 


lim fy (x) = 0 (gleichmaszig). 


n— oc 
Aber trotzdem ist: 


lim fn (x) = x (gleichmaszig). 
no 

Es stellt sich aber heraus, dasz der Satz von Vertauschung von Differen- 
tiation und Limesiibergang in bewerteten K6rpern fiir die Partialsummen 
einer analytischen Funktion giiltig ist. 

Wir geben den Beweis fiir den Fall, dasz die Bewertung des Korpers 
K nicht-archimedisch ist. Die archimedisch bewerteten K6rper sind 
namlich zu einem mit gewdhnlichen Absolutbetragen bewerteten Kérper 
aus komplexen Zahlen isomorph*), und es ist klar, dasz man fiir den 
Beweis des Satzes der Vertauschung auf die Behandlung im KO6rper der 
komplexen Zahlen verweisen kann. Es sei also 


f(x) = a9 + ay X + ag X? ep anx™ TP... 
eine Reihe, welche fiir |x| << R konvergiert und 
Pet By 2k eet Bane i. 


die Reihe der Ableitungen, die, wie wir spater sehen werden, auch fiir 
|x| <R konvergiert. 

Es soll gezeigt werden, dasz es fiir festes x zu jeder positiven Grésze 
é eine reelle Grésze 7 gibt, so dasz 


Sees fiir |A| <n. 


Wir setzen nun ein festes x 40 voraus und auszerdem |h|=+4|x|. Es ist 


EEAN—IE) _p|_| $q, + h'—2" no, tt 
h n=0 h 
= $F a,||e RE — axe 
n=0 
2 Sja|3(*) ee 
n=0 v=2 4 14 


4) OsTROWSKI, Acta Mathematica 41 (1918). 
20* 
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n . 
also, weil die Grdszen ee ganze Zahlen sind und somit 


(ise 


= ano ter aes 
n=0 v=2 


a5 nt] 3 Loe = F janx SS Me 
=r Paes ee, ee a rie ae 
= > la xe A yeu 
en $ x (= Ah ; 
x 
—= 1 == 
folglich, wegen |h| =4.|x| und also —T 7; =? 
es A 
Seite = 
= ep: J leon 1H 
=C°|h|, worin C unabhangig von h ist. 


Fiir x=0 tritt an Stelle von (*) 


= $ Ja,|-|Alotsh F lan|-|hle2@SC’-h. 
n=2 az 


Hieraus ergibt sich das zu Beweisende sofort, weil C-h resp. C’-h 
beliebig klein gemacht werden kann. 

Zum Schlusz werden wir von folgendem Gebrauch machen: Wenn 
fiir die Elemente x einer Menge V aus einem bewerteten Kérper die 
Glieder der Reihe up+u,-+u,+... (welche alle Funktionen von x sind) 
Bewertungen besitzen, welche héchstens v, sind, worin vp nicht-negative 
Glieder einer konvergenten Reihe 


Votyt...tonat+... 


darstellen, so konvergiert die Reihe > un in V gleichmaszig, denn 
n=0 


| tnsi (x) +... | lunar (%)| + | ange (x)| +... 


und folglich, wenn wir 


Unt1 (x) + nse (x) +... = Ra (x); Ons + Ung... = R 


ansetzen: 


| Rn (x)| = Rn. 


i a 
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@ 
Nun konvergiert 3’vn, also ist fiir jedes reelle «>0 ein n;=n, (¢) zu 
n=0 ‘ 
bestimmen, so dasz 
Rza<e fir n>n, 


also 


|Ra(x)|<e fir n> ny, 


und fiir alle x von V, d.h. die Reihe > tin (x) konvergiert in V gleich- 
n=0 


maszig. 


Mathematics. — Neue Integraldarstellungen fiir \WHITTAKERsche 
Funktionen. (Dritte Mitteilung). Won C. S. MEIER. (Communi- 
cated by Prof. J. G. VAN DER CORPUT.) 


(Communicated at the meeting of February 22, 1941.) 


§ 6. Durch Spezialisierung der in den sehr allgemeinen Formeln der 
Satze 3—12 auftretenden Parameter f, ~ und A werde ich in den 
§§ 7—19 eine Menge von Integraldarstellungen fiir die Funktionen 
We, m(z2) und Mg,m(z?) ableiten?’); einige so erhaltenen Sonderfalle 
waren schon bekannt. 

Speziell werde ich die parabolische Zylinderfunktion D,(w) und die 
durch (77) und (78) definierten Funktionen [,(w) und K,(w) betrachten. 
Diese Funktionen kénnen folgenderweise in WHITTAKERsche Funktionen 
ausgedriickt werden *): 


Daw) = 2*73"% we Witsn as Gwe), 2 2 eee 


1 
~ 22 wi P(1 + 9) 


L (w) Mo,» (2w)c.s o0 . ei 


7 


K(o=(Fy) Wi Qe): > es 


Ich gebe jetzt einige Hilfsformeln, die fernerhin haufig benutzt werden’): 
My + m,m (w) = wit ™ e- iB, . + + . . . (114) 


M_ 


a 
3 
3 
Ss 
| 


Tt eth is Oe es 
W314 m,m (w) = Wy m,—m (w) = wit ™ e- 3», - + + s{116) 


Kas(o)= (a5) e. Se, tee 


Hier folgen noch einige Bezeichnungen, die ich in den §§ 7—19 
wiederholt zur Anwendung bringen werde. 


27 
) Man findet noch andere Integraldarstellungen fiir W (27), wenn man auf die 


in dieser Arbeit abgeleiteten die Beziehung We m (2) = W, (z?) anwendet 
Ss ; ? ym ‘ 
) WHITTAKER and Watson, [27], §§ 16.5 und 17.212: MEIJER, [11], Formel (8). 


°°) Die Relationen (114), (115) und (116) fol 
s ? gen ohne Miih 53), ; 
fiir (117) vergl. man WATSON, [26], 80, Forme (13). tthe aus (53), (56) und (54); 
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Ist z-0 und |argz|< 32, so bedeute ~ stets eine beliebige Zahl, 
die der Bedingung 


Max (—j 2, —}a—arg z)< 9< Min(ta,4a—argz) . (118) 
genugt. 

Ist z0 und |argz|<42, so bezeichne C einen in der komplexen 
u-Ebene von —coie-i*3% nach oie—‘*9% laufenden Integrationsweg, 
der den Punkt u=O durch einen auf der rechten Seite dieses Punktes 
liegenden Halbkreis vermeidet. 

Ist z0 und |argz|< $2 und ist — eine beliebige Zahl mit (118), 
so bezeichne B einen in der komplexen u-Ebene von — wie!? nach oie? 
laufenden Integrationsweg, der den Punkt uO durch einen auf der 
rechten Seite dieses Punktes liegenden Halbkreis vermeidet. 

Schliesslich bezeichne E einen in der komplexen u-Ebene von — oi 
nach oi laufenden Integrationsweg, der den Punkt uO durch einen 
auf der rechten Seite der imagindren Achse liegenden Halbkreis ver- 
meidet. 


§ 7. Ich werde zundchst zeigen, dass einige bekannten Integraldar- 
stellungen der WHITTAKERschen Funktionen aus den allgemeinen Formeln 
abgeleitet werden kénnen. 

Als erstes Beispiel betrachte ich den Spezialfall mit G—4+A+k 
und x=+4-+2 von (63). Man hat nadmlich wegen (74) und (81) 


Cad kd ik 
Gai (» is ath sry ian 4 Je Pe ei a aa 
, 2 a) 
Aus (63) mit €=2z?, v=ua?, B=4-+A+k und x —4-+4 ergibt sich 
also mit Riicksicht auf (116) 
1 | wthent Kam (221) (119) 


0 


4ze-?% 


Wr,m a ir km TG ake 


Diese Beziehung, giiltig fiir 2 (4—k-+m) >0 und jedes z 0, kann 
auch aus (64) abgeleitet werden; denn Formel (64) mit ¢—z’, v=u’, 

=iL+i+k, x=4$4+/ und y=0 geht infolge (73), (74), (81) und 
(114) in (119) iiber *°). 

Die bekannte Relation 3’) 


DZ eae fmiett da pee tare! 148) 


0 


30) Ist |argz| <+$2, so folgt (119) aus (64) mit yO; mit Hilfe der Theorie der 
analytischen Fortsetzung schliesst man dann, dass (119) gilt fiir alle Werte von arg z. 
31) Man vergl. WHITTAKER and WATSON, [27], § 16.6. 
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ist ein Spezialfall von (119); ersetzt man namlich k durch 4+ 970, 
z durch $z{//2 und u durch $u [Y2 in (119) und nimmt man m=7, 
so bekommt man (120) wegen (111) und (117). 


Ist 20, largz|<$a und R(2)<4, so darf man 6=2’, v=w’, 
p=4+—A+k, x=A—4 und y=2> setzen in (66); das Resultat wird 
la zeit 
Wem 2) = iT (b—k + m) G—k—m) (1 +20) 
pising ¥ 
2h ah . 2 3,1 2 42 : 
x fw 2k le Mi-31 (u ) Gi3 (: u 1-1 k, m, s) du, 
B 


wo B den in § 6 definierten Integrationsweg bezeichnet. Die Funktion 
Wz, m(z?) besitzt also mit Riicksicht auf (87) die Integraldarstellung 


ee ial 
B 


1—2k — 32 = 
Ws Wr a | u2*-2k-1 eb” Vy (u2) Sok2m(2zu) du; (121) 


hierin ist z 0, |argz|<2a und 2 beliebig mit 8(4)<4. Der Spezial- 
fall mit 2=0 ergibt wegen (115) 


Q1—2k Zz e-? Zz 


Wie up thew SA eu) dane eee 


E 


UL 


Diese Relation gilt fiir alle Werte von argz; der Integrationsweg E 
ist am Schluss von § 6 definiert 37). 

Man findet eine mit (121) verwandte Integraldarstellung fiir W<, m(z?), 
wenn man €=2?, v=u?, B=4—A—k und x=—A—H setzt in (69). 
Denn durch diese Substitution geht (69) infolge (73) und (81) in 


2zer’ 


Winl= Pa pay 


[ieee e?” My_14(u?) Kom(2zu) du 
Cc 


iiber; hierin ist z0, |argz|<4a und J beliebig mit R(k +21—4) <0, 
wahrend C den in § 6 definierten Integrationsweg bedeutet. Fiir 4—0 
bekommt man das einfache, fiir alle Werte von k,m und z (z #0) 
giilltige Resultat *%) 


2 zel2" 
Winm (22) =~ {wh et Kam (2 21) dt Seis 


71 


82) In Bezug auf (122) vergl. man auch (50). Die Umkehrformel von (122) fir die 


LAPLACE-Transformation kommt vor in einer fritheren Arbeit des WVerfassers ( [12] 
Formel (12)). 


38) Man vergl. auch (50). 
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Nimmt man k=4+4n und m=+4 in (123) und ersetzt man z und 


u bezw. durch 4z1/“2 und tul/2, so findet man mit Riicksicht auf 
(111) und (117) die bekannte Relation 34) 


et? 
Dn =a fw Sil hie ka Bceliws A124) 
E 
Man bekommt eine (119), (122) und (123) entsprechende Integraldar- 
stellung fiir Mzm(z’), wenn man €=2z?, v=ua’, B=3+A—k und 
*x—=+-+ 2 substituiert in (70); das Ergebnis wird wegen (74), (116) und 
(80) die fiir R($+k-+m)>0 und jedes z~0 geltende Beziehung 


@ 


ey j 
Dawe (1 eae uk e— Jom (2zu)du; . (125) 
0 


Mem =" T EE K+ ee 


diese Formel kann auch aus (71) mit €=2z?, v=u’?, B=4-+A—k und 
x—=+4-+A abgeleitet werden. 

Ist h=—1 oder =O oderr=—1, —?—4h< R(m)<4-A, 
R(t —k + m)>0, zf#0 und jargz|< 32, so folgt aus (62), mit ¢=2z?, 
v=—u?, B=tk—im—th, x«=—tk+4m-+ fh und I=3+4$k+4m+ gh 
angewendet, mit Riicksicht auf (74) und (82) 


(—1)*2ze?* T (a Ser 
TG—k+ mT km) 


Wy he) = 


wet arg Zz 


x f u-kem+h ob Wins ameanarie+imssn (0?) Yom (224) di. 
i) 


Eine analoge Beziehung kommt zum Vorschein, wenn man (= 2’, v=u’, 
po—tk—tm—$h, x=4k—bm—th und 1=}—Fk+$m+hh 
substituiert in (68); man findet dann namlich 


went argz 


1 —1)P2zei* 2h 
Beare on | uktmthe-4u My p_4m—4n,a—yktameyn (w’) Yrm(2zu) du 


0 


Rerin ist h==—1 oder—0 oder=1, —$—fh< R(m)<4—A, zF0 


und jargz|< +2, 
Als letztes Beispiel gebe ich eine Anwendung von (50); ich setze darin 
pl, v—o=0, 2=—2, d,—m, d= —m, =k O—2,.)—1 


34) WATSON, [25], 132; ERDELYI, [6], 351. 
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und x—u?. Das Resultat wird infolge (80) und (58), falls z 0 ist, 
Mg, m(z2)= zene Ae + 2 m) r'( a stele eu Ee (2 zu) du. (126) 


ee | 
E 


Die Beziehungen (119), (123), (125) und (126) waren schon bekannt*). 


§ 8. In diesem Paragraphen werde ich zeigen, dass andere friiher 
gefundenen Relationen gleichfalls in den allgemeinen Formeln enthalten 
sind. Ich setze dazu erstens (=2z?, v=u’, B=t-+a, x=m-+a und 
A=k—ai in (62). 

Nun folgt aus (73), (74), (75) und (80), dass 


2,1 2 
G24 ( 


10/9 } e206 
= wit 2a-kt+m Go’) (w?|4k+4m—a—4,—4k—$Em+at 4) = wit 22m Je 20-4 (2 4 


b+ k—m 


m,—m,4+ k, reel = Go? (w? | m, $ + 2 a—k) 


ist; der betrachtete Spezialfall von (62) liefert also 
2 zm—k+2a+3 e~ 32 '(L 4+ k—m—2 a) 
I"(—k + m) 
wetarg z r (127) 
x f at-k-4 ete W mie, k—a (u?) J k+m—2a-4 (2 zu) du. 
ea 


Ws, m (z’) = 


Diese Beziehung gilt fiir z#0, |argz|<3a und R(4—k+m)>0; 
a ist beliebig mit R($+hk+m—2a)>0 und R(1+k—3m—2a)>0. 

Mit Hilfe der Formeln (64), (66), (68), (69), (70) und (71) kénnen ver- 
schiedene mit (127) verwandten Relationen abgeleitet werden. Dazu 
substituiere ich: 


b=t+-+a,x=—m—a und A=—k-+a in (64), 
b=$+a,x=—m-+a und 1=—k-+<a in (66), 
= }+a,%=—m-+aund4= k—a in (66), 
p=t+ ex >—m =e undt—— hia in (68), 
P=$+ax= m+aundi= k+a in (69), 
b= y+a,x= m-+a und A=—k—a in (9), 
b=$+a,n=—m—aundi= k-+a in (70), 
B= $+a,x= m—aund i= k-+e in (71). 


35) MEIJER, [11], Formel (3). ERDELYI, [6], Formel (1); [7], Formeln (5) und (3). 


Man vergl. auch WATSON, [26], 394, Formel (3). 
Die Beziehungen (123) und (126) kommen bei ERDELYI in etwas andrer Gestalt vor. 


Die Spezialfalle mit k—=0 und m—=— ¢ von (119) und (125) sind von Harpy, [9], 6 
gegeben worden. : 
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Diese Substitutionen ergeben successive mit Riicksicht auf (81), (87) 
und (80) (ich setze immer (=z? und v=u? und iiberdies noch y=2 
in (64) und (66)) 


Wx, m (27) = '(k—k +m) (1—2k + 2a) 


4 zm—k+2a+ 3 6-32" | 


wel? 


.” (128) 
< ft ym—k—-4 ete M-_m—a, pe (1?) Km+k—20—4 (2 zu) du | 
0 


(wo z~0, 


argz|< 3a, R($—k-+m)>0 und a beliebig mit # (4—k-+a)>0), 


—m—3k+2«+4 ~—m—k+2a+$ 5-32? 
2 Zz e 


Ws, m (z?) = 


ni 
(129) 
xf u—m—k— etu M_m+0,—k+« (u?) S3k4+m- 2a—43,m—k+2a+4 (2 zu) du 


B 


(wo z0, |argz|<32,R($}—k-+m)>0 und a beliebig), 


Q-m—3k+2a+$ 7—m-k+2a+$e-42*"(h4 k+m—2Za) I (1—2k+2a) 


We, m(2!) = xi l'(j—k+m)I'(1+2k—22) 
(130) 
Sara et? M_m-+a, kx (u”) S3k+m—2a—}, m—K+20+4 (2 zu) du 
B 
(wo z~0, |argz|<22, R($—k-+m)>0 und a beliebig),. 
2 gmtk+2a+3 et2 T(L—k—m—2a) 
Wim (2) = Tr’ (1—2 k—2a) 
soe~i arg 2 (131) 


* ile umtk—-t et? My 4a (U7) I m—k—20—4 (2 zu) da 
0 
(a6 z#0, jargz|<i2 und a beliebig mit R(g—k+m—2a)>0 
und R(1—k— 3m—2a)>0), 


2 gmtk+20+3 ez "(1 4+ k—m) 


Wi, m (2?) = nil’(1 +2k+2a) 


| me Ab3Z) 
=o (ag et” Minza, ra (a?) Km—rk—2a—} (2 zu) du 
eg 


(wo z0, |argz|< 47 und a beliebig mit (1—k—3m—2a)>0), 
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Wr, m (2?) = ithe So 


x fumes e? ue Mmn+«,—k-« (u’) Km—k—20—-4 (2 z u) du 


Cc 


(wo 20, |argz|<42 und a beliebig mit R(1—k—3m—2a)>0), 


ioe) 


Qzmtk+2u+4 eb2? [(] ef ed Wa See eae (2zu) du 


Pe +k +m) 


My, m (z*)= 


(wo z0,R(E+k-+m)>0 und a beliebig mit RK (4—k + m—2a)> 0), 


we —targz 


2 zk-mt2ats rz eT -- calcite ete Mrascictee) Satire? (2 zu) du 
0 


Mim (2) =F 2k + 2a) 


(wo z#0,|argz|<42,R(2+k+3m)>0 und a beliebig mit 
R(t +hk+a)>0 und R(1—k + 3m—2a) > 0). 


Die Relationen (127), (128), (131), (132), (133) und (134) habe ich in 
einer friiheren Arbeit °°) auf elementare Weise abgeleitet und ausfiihrlich 
untersucht. 

Einige Formeln des vorigen Paragraphen sind als Spezialfalle in den jetzt 
gefundenen Ergebnisse enthalten. Nimmt man namlich a=$k—4m—+4 
in (128), so findet man wegen (114) 


wel? 


4ze—i2 
ze n-?* e—™ Ko 1220) aa 


($—k + m) I’ ($—k—m) 


0 


Wewz= a 


und diese Beziehung kann leicht in (119) iibergefiihrt werden. 

Auf analoge Weise folgt (122) aus (129) mit a=4k+4m—1. Ebenso 
(123) aus (132) mit a—=—4$k—4m—1 und schliesslich (125) aus (133) mit 
a—=—3k—}m—t; Formel (125) kann auch aus (134) mit a=—4k+4m—4 
abgeleitet werden. 


§ 9. Wegen (87) und (86) ist 
S,,»(w) = 2! [a Th +) {H, (w) — Y, (w)}. 


8°) MEIJER, [15], Formeln (22), (18), (27), (34), (42) und (38). 
Nach dem Erscheinen der Arbeit [15] sind noch einige Spezialfalle der ebendort 


behandelten Ergebnisse veréffentlicht worden. Man vergl. DHAR, [3]; MOHAN, [21], [22]; 
SHASTRI, [23]. 


=a" 
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Die Spezialfalle von (129) und (130) mit a=k—+4 ergeben also 


Wane EM EM LG + 
Yani 


x eee et Mx—m—1,-1 (u?) {Heam (2 24)— YVerm(2zu)} du 
B 
und 


terete eee ee PAK tri) r(it+k-+m) 
Vail (t—k +m) 


x af a-F-m—4 ett” My m1 (2) {Herm (221) — Yerm (220)} dur; 


B 


in diesen beiden Beziehungen ist z£0,|argz|< #2 und K($—k-+m)>0. 
Man bekommt zwei entsprechende Integraldarstellungen fiir Mz, m (z?), 


=1—k, x=—k—m—t4 und 4=—1 bezw. 


wenn man C=2z?’, v=u’, 
A=1 substituiert in (72); wegen (73), (75) und (84) gilt namlich 
ps a—k, i 
opt 2 2 s 7 eal 2 2 ? 
G24 (w ae Ral) = Gait (w 4—k, —k,m, ES 
Bee fe 4—tk+tm 
— G?} 2 : = ww-k-m G2! 2 | 2 
Gis (« eek) 2 Gis (w l¢—th--ym eee ee 


Saw *-™ {7 «(2w)—Lm_x (2w)}. 


Die zwei betrachteten Spezialfalle von (72) liefern daher 


—k—m+1 532" (1 SE 2m) 
M, 22) == us - 
k, m ( ) Uni 


pela ert M_x—m—1,-1 (u’) ble k (2zu) == | ie (2zu)} du 
Cc 


bezw. 


pee. ee ete Y- 2m) F'(h +k-+ m) 
Mt, m (2) = Vail (4 +k+m) 


x ieee ef! Mp m—11 (a2) {Tim—n (2 zu) —Lim—« (2zu)} du; 


diese zwei Relationen gelten fiir z#0, |argz|<47, R(¢+k+m)> 
und K($-+k+3m) >0. 
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Ich werde noch drei analoge Formeln ableiten; dazu setze ich 


C=22,0=—u2,y=29,pB=t+kh.n=4—k—m und 1=] in (64), 


t—27?,v—u?,B=1—k,x=i+k+m und 4=}7 in (71), 
C= 22, v= 2, B=4—k+th,wn=4+kh—m—$h und A=—74+ Fh in (68). 


Ich erhalte dann mit Riicksicht auf (85), bezw. (83), oder (82) 
4 zk+m+1 e—42" ["(1—k—m) (4 + k—m) 


[x T(t —k—m) 


wel? | : (135) 
) 


Wi, m (z?) = 


Si eetete My -&- m4 (a?) {Im—n (2 2) —L—m (22 u)} du 


$a, R(1—k + m) >0 und R(;—k—m) > 0), 


bezw. 
vines 4z-k-mt+] e§21'(1 + 2m) (1 +k+ Mm) 
k,m 5 - 
Val (t+k+m) 
we targz 

X f atm be Me emt (0%) H n—k (2zu) du 
( ta,R($+hk+m)>0 und KR(G+k+3m)>0), 
oder 


(—1)t+1 Qz-kt+mt+h+1 e}2? rea of k—m) 


mbes Ne rE+h) 


wetargz 
» 


x ji uk+m—t e—in? Mi_—m—4h+4,4h-1 (a?) Yavin (2 zu) du 
e 


( +a, K(+k+m)>0, R($+k—3m)>0 und h ganz 
rational mit O=A<R(G+k—3m)). 


Der Spezialfall von (135) mit k=$»—+4 und m=—1y— + ist neuer- 


dings von Herrn Pu. Bock 3”) gegeben worden. 


37) Bock, [2], 165. Die betreffende Formel enthalt bei BOCK einen Rechenfehler. 
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§ 10. Wegen (74), (75) und (85) hat man 


1 
m,% tk m 
2,2 2 2,1 
G24 (w: ) = ("3 (wa ) 
4 m,—m,m—+ 


m,—m,4+k,m—4 
1 
=wGii(w?| aa J= CER Fae pel Welt PEAT 


4,4—m,m—4 sin2 ma 
Aus (63) mit ¢=2’, v=u?, B=tk+4m, x=4—thk+4m und 


4=3+4k—4tm folgt also 


2azt et?’ 


2) 
Wk, m (z Real gs Fey re I'(4—k—m) sin2 ma 


xf u-k—m—4 eB Wi gg mgt 4k—4m (02) {Thom (220) —Lamy (2zu)} du; 


0 


hierin ist z~#0, R($—k+m)>0 und R(m) <3. 


Man findet verwandte Integraldarstellungen fiir Mx m(z’), wenn man 


C=27,v=u7, B=4m—tk, x=$+4k+4m und A=4k+4m—HF in (70), 


= 
k—t4tm—th ays 3 und 


C=27,v=—u?,B =—tk—tm+thx=} 
A=tk—tm+4 in (71) 


substituiert. ~ 
Das Resultat wird 


teie’ Zz 3 ae 
bn) = ii ame“ 3 Wir simsyiceimas (2) Hams (220) da 
0 


(wo z#0 und R($+k-+m)>0), 


bezw.. 
(—1)**1 2 zht+tet?* (1+ 2m) (4 +k—m) 
Mg, m(z?)= 1 == 
Ta+tk+m) I (k—m +h) 
oe iargz 
fk et My a m—4n 4, ak—4m44n—4 (U?) Yom—ney (2 Zu) du 


0 
ta, R(t +k+m)>0, R(2+k—3m)>0 und A ganz 
rational mit R(m—k)<h< Ki(2—2m)). 


Mathematics. — Sur l‘itération d'une représentation conforme. (Troisiéme 
communication). Par Prof. J. WoLFF. (Communicated by Prof. 
J. G. VAN DER CORPUT.) 


(Communicated at the meeting of February 22, 1941.) 


On fait la représentation conforme du demi-plan D(x >0) de la variable 
complexe z—=x-+ yi sur un domaine D, situé dans D et dont la frontiére 
f est un arc de JORDAN intérieur 4 D et s’étendant a J'infini dans les 


aU w 2 = 
deux directions arg z > — a et argz> > Soit z,(z) la fonction repré- 


sentatrice et supposons que: 

ie. ea Ne 

2. la dérivée angulaire 2 de z,(z) a l’infini soit positive. 

Dans la communication précédente') nous avons montré que l'ensemble 
N commun 4 tous Jes domaines itérés Dn, n=1,2,..., contient un 
domaine G d’ouverture a a l’infini et que dans G l’argument de z_p 
tend pour n—> © vers une fonction harmonique de z prenant toute valeur 
entre AD et ee 


2 Z 


Dans la présente communication nous répondrons.a la question suivante: 
dériver de z,(z) une fonction qui représente G conformément sur D. 

Remarquons en passant que la limite de z,(z) pour n—>© ne résout 
pas la question, car cette limite est égale 4 UN pour tout point z de D. 

Prenons dans l'intérieur de G un point a et considérons pour z dans 
G la suite 


Zn 


|a—n| 


Wa hz) = se) sah een ee (1) 


En vertu du résultat de la communication précédente cité ci-dessus: 


lim. pn (2) ap ya) 2) Ne 
n> @ 
ot w(z) est pian dans G. De plus wn(z) est univalente dans G, 
n=1,2,.... En outre y(z) n'est pas une constante; en particulier: 
Z—(n—-1) : Z—n Z—n+4+1 
p(z,)= lim ——= = lim =P | : 
: no | On| no eal Z—n v (2) 


1) Proc. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, January 25, 1941, 
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par conséquent la fonction w(z) satisfait a l’équation SCHRODERienne 
dS ATS a Male ire i | 


Donc y (z) est univalente dans G. Or l'ensemble des valeurs prises 
dans G par wn(z) s’obtient, en vertu de (1), en appliquant a G une 
multiplication de centre z=0 dont le facteur positif tend vers zéro pour 
n—> 0. L’ouverture de G 4l’infini étant égale a =, l'ensemble des valeurs 
de y(z) est la totalité du demi-plan D (x >0). Remarquons encore que 
py (1)=0 et y(MW)=—0. Donc: 

Quelque soit le point a dans G, la fonction wp (z) définie par (1) et 
(2) donne une représentation conforme de G sur D, telle que les points- 
frontiéres 1 et © de G ont pour images 0 et ©. L’image dans D de 
la transformation z;—=z,(z) dans G est la multiplication simple (= 46. 

On montre facilement que la fonction inverse de y(z), représentant 
D conformément sur G, est définie par 


z= (()=lim(|a-n|.o)n. 


Proc. Ned. Akad, v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLIV, 1941. Di 


Mathematics. — Simultane Approximationen in imagindren quadrati- 
schen Zahlkérpern. Von J. F. Koxsma und B. MEULENBELD. 
(Communicated by Prof. J. G. VAN DER CORPUT.) 


(Communicated at the meeting of February 22, 1941.) 


§ 1. Einleitung. 


I. Ist (4;,6,..+, On) ein System von n reellen Zahlen, so gibt es 
nach MINKOWSKI!) unendlich viele verschiedene Systeme rationaler Zahlen 


(2 7 vary a (q=1, pi, Pp» .++» Pn ganz rational), derart dass simul- 
tan gilt: 
\ 1 
ies < ' ; Fir 97 2 ees 
je 
( +4) a* 


Nach Herrn H. F. BLICHFELDT ’) gibt es sogar unendlich viele solche 
Bruchsysteme mit: 


1 


ee) ie) 


Schon MINKOWSKI 3) hat seinen Satz ins Komplexe iibertragen, indem 
er die simultane Approximation eines beliebigen Systems komplexer 
Zahlen (6;, 42,...,0n) durch Bruchsysteme (&. a We = unter- 
suchte, wo die Q, P;, P;,..., Pn ganze Zahlen aus dem Kérper K (i) 
bedeuten. 


Sei m eine quadratfreie natiirliche Zahl und 
4=0,4=1 fiir m3 (mod 4) 
4=1,A4=2 fiir m=3 (mod 4)) 


6,— ee <— 


; ; fir 71,2... 
fl n 
q 


(1) 


gesetzt. Dann bildet bekanntlich (. atin eine Basis des Korpers 
K(iV’m), so dass das System der ganzen Zahlen von K (i{“m) mit 
dem System der Zahlen 


Beet atom 
HE =x SO y (x,y ganz rational). . . . (2) 


1) H. MINKOWSKI, Geometrie der Zahlen (Leipzig—Berlin, 1910). S. 108 ff 
?) H. F. BLICHFELDT, A new principle in the geometry of numbers 

applications. Trans. Amer. Math. Soc. 15, S. 227-235 (1914). 
%) Siehe 4). 


with some 


\ eae 


2n 


a 


identisch ist. Anwendung der MINKOwskKischen Methode lehrt, dass fiir 
jedes System komplexer 6, 62,...,0n die Ungleichungen 


2n 


n+l 


2n 4(2n-+1)m?2 1 
(n+ 1) “x (n + 1) adn! ee 


8): 


Q 


unendlich viele Lésungen in ganzen Q# 0, P;, P;,...,Py, aus K (im) 
besitzen, ein Ergebnis, das fiir m= 1 mit dem MINKOwskischen identisch 
ist *) und nach einer Bemerkung des Herrn H. HoFREITER®) von Herrn 
H. ARAL in seiner Miinchener Dissertation hergeleitet wurde °). 

In dieser Arbeit leiten wir mittels Ubertragung der BLICHFELDTschen 
Methode auf den komplexen Fall den folgenden Satz 1 her, der offenbar 
eine Verscharfung der angefiihrten Approximationen enthalt. 


Satz 1. Fir ganze n=1, m=1 (m quadratfrei) werde 4 durch (1) 
und Yn,m durch 
n,m —= 


2n 2n 


(n+ Lye) 7 1 (n “+ 1 )\2eea ic 


M=2N+3 


definiert; ferner seien 6,,02,...,0n beliebige, komplexe Zahlen und t 
eine reelle Zahl >2. Dann gibt es wenigstens ein System ganzer 


Zahlen Q, P;, P>,...,Pn aus K (il/m) mit 

(POS 2e 7 et 
das fiir v—1,2,...,n den Ungleichungen 
iiganss oe el Re <5) 
pees 


4) Siehe 1), S. 115. 
5) HH. HOFREITER, Diophantische Approximationen komplexer Zahlen. Monatsh. f. 
Math. u. Physik. 49, S. 299—302 (1940). 


6) Der Satz wird zwar nur unter der Voraussetzung ausgesprochen, dass die 9, i. B. 


auf K(iV’m) linear unabhangig sind, d.h., dass der Ausdruck 
6, Xi + 6, X,+...+ An Xn— Y 


fiir jede Wahl nicht samtlich verschwindender ganzer Xi, X2,...5X,» ¥ aus K (im) 
ungleich Null ist, aber diese Voraussetzung lasst sich leicht beseitigen: wenn die Behaup- 
tung fiir den Fall der linearen Unabhangigkeit schon bewiesen ist, ist sie fiir den Fall 


‘der linearen Abhangigkeit eine triviale Folgerung. 


21* 


n—l| 


os 1 
+ 1) Va see he (n— 1)?"+2 22243 n2n+1(2 n+ 1) x (my 


2n 


jh (3) 
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und 


geniigt. 


Bemerkungen. 1. Es geniigt den Satz zu zeigen mit 
1=|Q\S=ry7 ,(24+ 9), 


Yn, m (1 +6) P, 2+6 
Sia rene Q | +770] 
JQ] * 

(5 beliebig positiv), statt mit (4), (5) und (6), denn weil diesen Unglei- 
chungen héchstens endlich viele Systeme ganzer Q,P,,...,Pn aus 


|.— 6, — <, 


Q 


K(iVm) geniigen kénnen, folgt aus Stetigkeitsgriinden sofort der Satz. 


2. Ist wenigstens eines der 6, i.B. auf K (i)/m) irrational (was z.B. 
erfiillt ist wenn die 0, i.B. auf K (im) linearunabhangig sind; vgl.°)), so ist 
fiir wenigstens ein » die linke Seite von (6) stets —0,-so dass bei un- 
beschrankt wachsendem t das System (Q,P,,...,Pn) mit (4), (5), (6) 
nicht immer dasselbe bleiben kann; vielmehr gilt |Q|—> © falls to, 
so dass es unendlich viele verschiedene Systeme ganzer QF 0, P;,..., Pr 
aus K(i|“m) mit (5) gibt. 

3. Im Fall n> 1 sind uns keine scharferen Ergebnisse als die vom 
Satz 1 gelieferten bekannt; im Fall n=1 zeigte Herr A. OPPENHEIM ”) 
mit andren Methoden, dass es zu jeder Zahl @, die nicht in K (i|“m) 


liegt unendlich viele Paare ganzer Zahlen QFO0,P aus K(il“m) mit 


eg. 2 OE Neste aes hes) 
0-8 | <5 mit C=1/2 ee ee 


gibt. Fiir spezielle Werte von m (n=1) haben mehrere Autore scharfere 
Ergebnisse mitgeteilt. Nur im Fall m=1,2,3,7 (n=1) ist der endgiil- 
tige Wert der Konstante C in (7) bekannt 8). 

4. In einer vorigen Arbeit °) haben wir im reellen Fall die Annaherung 


- 7) A, OPPENHEIM, Diophantische Approximationen in imaginaren quadratischen Zahl- 
kérpern. Monatsh. f. Math. u. Phys. 46, S. 196 (1938). 

8) Siehe z.B. H. HOFREITER, Diophantische Approximationen in imaginaren quadrati- 
schen Zahlkérpern. Monatsh. f. Math..u. Phys. 45,.S. 175—190 (1937). Lit. tiber diesen 
Problemkreis bis Ende 1935 bei J. F. KOKSMA, Diophantische Approximationen. Erg. d. 
Math. IV, 4; Berlin (1936), Kap. IV, V. 

9) J. F. KOKSMA und B. MEULENBELD, Ueber die Approximation einer homogenen 
Linearform an die Null, Proc. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam 44, S. 62—74 (1941). 

Wir benutzen die Gelegenheit zur Berichtigung dreier Druckfehler. S. 66 ist zw 
den beiden Ungleichungen der Formel (8) ein Komma zu setzen. 


S. 68, 1° Zeile v.u. lese man fiir das 19 Zeichen < das Zeichen <. Man kann diese 


ischen 
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an die Null der mit dem Zahlensystem (6,, 62,...,@n) eng zusammen- 
hangenden homogenen Linearform 0, x; + 02x) +... + On xn — y unter- 
sucht; in einer folgenden Arbeit werden wir das entsprechende Problem 


in K(il“m) betrachten !°). 


II. Beim Beweise des Satzes 1 im §2 benutzen wir den folgenden 
BLICHFELDTschen ”) 


Satz 2.. Der Raum Rm der Punkte (u;, u,...,um) (M=2) werde 
durch die ,,Ebenen”’ 


te oe Date — 1), 2;. t= 0, + 1, + 2,;..3_aj, by reell,-fest) 


in Fundamentalparallelepipede R eingeteilt. In jedem R_ seien k (k=1) 
beliebige Punkte fest gegeben. Diese Punkte heissen hier die Gitter- 
punkte des Raumes Ruy. Der Inhalt von R sei W. Ist nun S eine 
beliebige beschrankte offene stetig zusammenhadngende Punktmenge im 
Rm mit dusserem Volumen V und ist ¢>0, so kann man durch eine 
passende Translation die Menge S immer in eine solche Lage bringen, 
dass die Anzahl der Gitterpunkte, welche innerhalb von S oder innerhalb 


Vk 
einer e-Umgebung eines Randpunktes von S liegen, grosser als Ww ist. 


§2. Beweis des Satzes 1. Wir setzen 6,=a4,+ if, (v=1.2,...,n) 
und bilden den Raum R2_,+2 der Punkte 
(> X21 +++3Xn1 Xn+11 Yi» Y2,+++sYn; Yn+1) 


auf den Raum Ron+2 der Punkte (u, u,..., Un, Ungi, Vy, 02> +++ + Un» Un 41) 
durch die Transformation 


ym 
tty =x +4 yay Xn 5S i “a ly Egan 


a, |“ m 
= ee y»—Py Xn+1 ee By 4 Yntl 


Gree 1,2 oa nN) 


x 
te = Xavi TE Yn+i 


Ym 
Vn+1 — i Ynti 


Verbesserung unterlassen, wenn man auf Z. 1 und 14 v.u. die Zahl 3 durch eine beliebige 
Zahl y die nicht zu dem Wertevorrat der Form 


A,X, a,x. +... tan xXn—y (x1, X2,++++ Xn, y ganz rational) 


gehért, ersetzt denkt. 

S. 70, Formel (18) lese man (i=1,2,...,n +1), statt (=e sega e 

10) J, F, KOKSMA und B. MEULENBELD, Diophantische Approximationen homogener 
Linearformen in imaginaren quadratischen Zahlkérpern. (Erscheint demnachst in diesen 


Proc.). 


ee 


ab. Setzt man in (8) fiir (x1, 2, . +++ Xn» Xn41+ Yis Yor e+ + Yn» Yyn+i) sdmtliche 


Gitterpunkte des Ron+2 ein, so erhalt man im Roni2 ein System von 
Punkten (uy, U2, ...+ Un Unt, U1) Va +++ Un vn+1), welche wir als ,,Gitter- 
punkte” des Ron+2 im Sinne des Satzes 2 auffassen wollen. Weil diese 
Punkte ein abzadhlbares System bilden, lasst sich im Ron+2 ein Punkt 
(2) ayhenss On Anti Oy, Os, +24 > Oni Paay) Haden, der i.B. auf alle Koordi- 
naten von sdmtlichen ,,Gitterpunkten” des Ron+2 verschieden ist. Wir 
betrachten im Rbn42 jetzt die Fundamentalparallelepipede R, welche von 


den ,,Ebenen”’ 
Uy = ay + gy Unsi = angi + ky gn 
— (yee lal eee a ae 
vy = by + Ae hy Vas = bagi + Kia ky Anvi 


begrenzt werden; hierin sind k, und k, vorgegebene natiirliche Zahlen, 
wahrend gy, g2,--++ 9m Qgn+i hy, hy... ha, hn+1 unabhangig voneinander 
alle ganzen rationalen Zahlen durchlaufen. Jedes der R hat offenbar das 


Volumen 
=_\n+1 : 
va oe ke’ hay) ke & ee 


und enthalt genau 


k= kj k, . . . . . . . . + (10) 


»Gitterpunkte” des Ron+2, denn bei festen g, und h, geniigen genau 
k, kz Systeme von ganzen rationalen Zahlen 


X1, Xd soo 9 Xn Xn+1s Y1> Y2s eee Yn Yn+1 


den Ungleichungen 


co tar< met hymns + (OK aE) yng ar tort 


Vm Vim (ae Lee 


v= 2s 
b, + 2 h, << age Yv—Py Xn+1— 1 = By z) Yn+1 <I by = 


bet 


ansi + ky gnvi < Xnai + + Ynti < angi + ky (9n+1 ae 1) 


lm m 
basi + a. ky has < ae Yynti < basi + Aas kp (Ans1 + 1). 


Sei jetzt im Raum Rn+2 der Kérper S’ durch die Ungleichungen 
| tsi titan|<a 


. 2 n”| tns1tivnsi| | u { n 
ty -F ivy| t+ iy [Mati tivo | — (n+) 
| | (n+ 1)*+1a =) fur = f == Se 
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ee ey {|uy-biv,| t+ 12< 1 fiir x ve | Unga bivnss| <1 
n a 
wo zur Abkiirzung 
Qt 


DE ee cel oy Tae ce LED) 


gesetzt wurde, definiert. Das Volumen V dieses Kérpers S’ ist gleich 


V= ee a 3 _f et, int do don 


(12) 
Jz ANE fa. . duns di. dni, 
wo G, der Teil des Kérpers s mit. 
|Unti tivnasi| —/n+1\" 
: Beienibe n> og 


und G, der Teil des Kérpers S’ mit 


n a 


bedeutet. Offenbar ist 


Ii = siete dvn+i Il [fe dv,, 
Cn+1 


wo C, (v=1,2,...,n) bei festen up+i, vn4i1 die durch die Ungleichung 


; 1 2293 n®) ines itp 
ju tiv| <> (1— ye: ) 


definierte Kreisflache in der (u,, v,)-Ebene bedeutet, und Cy+; die Kreis- 
flache (13) der (un+1, vn+1)-Ebene bezeichnet. Deshalb ist 


n+1 yn a xh 
i =({ aie 2 en ee 4 en oats 


Cn+1 


n+1\n 2 


ze n+l 
Y n+1 Qn+l n? 2n qntl qa? (n + 1)2(@+1) 
~ a i (1 7 (n+ a edo = (28 Q2nt1 p2n (1—v)?" v dv 
0 


0 


1 
= gttl a? (n + qlee? 2 ahr 


(22 2? n+1 n2n 
n-1 
n+l 
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fen 22nt1 n2” 


| watt — Cas w? a 


2n+1 2n+2 


atl a2 (nq + 1)2741 ae 1pn+1) 


(ee 
= Ban Pint? pr (2 n+ Ey) 68 +39 Gap ape: 


Ih =Jf duns1 dvn+1 Il J, du, dv,, 
Ch41 


ice th (amned bae aee ar A bei festen tn+1,Uni1 die durch die Ungleichung 


i . 
1 an 
latin | 1) 
| tn41 +i 0n4 fe 


definierte Kreisscheibe in der (u,, v,)-Ebene bedeutet und Cr+: die Kreis- 
ringflache (14) in der (un+1, Un+1)-Ebene bezeichnet. Deshalb ist 


1 2 
gett at ‘i ; 
J =/{ pan lead 1 duns: dvn+i 


| Uns + i0as |" 


Ferner ist 


iftea 


Ann! - es n+1 
eet a? __ Qatt an y2n 
0 
=a a 


= 
a whee onthe A et ey 
p22 o rs oe 
e 
bars 


“&=2n+1 
wach" azn ae ret 2n+1 ie 1 be 
ee +1)( ee + PAS y 
H=2n+3 


at! a? (n+ 1/2241 (6n2?4+3n—1 (n — 1)27+1 
~ pen 22n+2 ph 22 (2n + 1) n (n+ ])2742 


22n+3 y2n+1 (2n+ 1) oo 1 cS ay “ 
(n + 1)?2+1 Dy: ( = . 


Wegen (12) ist also : w=2n4+3 


Pn 220+? m2" (2n + 1) eee + 
22n+3 n2n+1 (2p she 1) 


(n+ 1patt » L(y {== = eae i 


M@=2n43 en 


V=ft+h= met) a? (n + 1)20+1 | (n—1)27+2 


— 
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wegen (3); also gilt wegen (11) 


re (aay 


Nach Satz 2 gibt es nun zu jedem vorgegebenen positiven « im 
Raum Rn42 eine Translation 


Z2=u,+d, w—=vw+te (v=1,2,...,.n +1) . . (15) 


durch die der Kérper S’ in eine solche Lage versetzt wird, dass die 
Anzahl der ,,Gitterpunkte’’ des Roni2, welche zu S’ oder zu einer 


; R k 
é-Umgebung eines Randpunktes von S’ gehéren, grésser als WwW’ also 
wegen (9) und (10) grésser als 

er \Iere ee \ ttl J 
\“m lm 
Com @oncis 
ist. Es gibt also wenigstens zwei solche ,,Gitterpunkte”’ 
(zi, 22, ee S Bins acs wi, w?, ce ey Wry Wn+1), | (16) 
(Zee tows s +) Zin Zable Hs Wiss 3 Was Wria): 


die ihnen vermége der Translation (15) entsprechenden Punkte seien mit 
€ , , / / , a ’ vw ad aa wt uv ” is wr 
Seer, ee rh 14 PT, 07,5435 Uns Unti); (tli » the. +. +s Uns nti, 01, 023% >> Un, Une) 
und die ihnen vermége (8) entsprechenden Gitterpunkte des R2n+2 mit 
: 1 ' ' ' 1 ' 1 ' 
(x1, X25++05 Xn Xn+1s Yi, Y2, ce es Yn Yn+i), | (17) 
” ” ”" " ” ” ” " e sd ¥ 
(Xap tase ee is Matis O17 U2: <-> > Oa, asi) 


angedeutet. Wir nehmen jetzt die in der Bemerkung 1 beim Satz 1 
genannte Zahl 6>0 beliebig, aber ohne Beschrankung der Allgemeinheit 
=t an, und wir wahlen ein positives «’ mit 


2 (1 +6e)<t und & <Foq 100 © also sal 
(18) 


f 


itera Bs toe. | 


Dann ist in der obigen Aussage, wo man offenbar e=e(e’)>0 nur 
hinreichend klein zu wahlen hat, folgendes enthalten: 


lites + ivess|<a(L +e), [une + ivmal|<a(l+e). . (19) 


und entweder 


1 J ay, 
Pita iol ao a 


|u, + iv,| t 


lagerct 1Bags| “(ar ) o te) (v=1,2,...,n) 


a 
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oder 


| una + ivnst| lu, tio,[t+1y<ite mit 
a 


(21) 
Ga a Hazes uo <i+¢é (y= 1,252 te 
n 
sowie entweder 
my aa, 2°41 n® | uns + ivnsi| 
|a, tiv, |t+ eae n <1+é mit as 
eee ae G=1i2, 2.3m) 
a 2n 
oder 
[insu ch ital Gt rot ip ame Lb a 
a 
(23) 


(Se “)'( y= | Uns cstere eal alg (v=1, 2. em on). 
Wir behaupten nun zundchst, dass fiir v—1,2,...,n 
(uu, + i(es—v,)| <1 2 
gilt. Dabei sind drei Falle zu unterscheiden: 


A. Es gelten (20) und (22), also erst recht 


ae 


w ' . uw 
, | Uy + 10y 


1+ ¢’ 
t 


Hieraus folgt wegen (18) sofort (24). 
B. Es gelten (21) und (23). Also 


1 


1 
var. (lie jae eo I+e\"7 2n , 
Jus + ije<} cece (eae) ee To ee 


wegen (18), und gleichfalls 
Atul te oe 
d.h. (man beachte (18)): 


2(1 +62’) 


|u,—u, + i(v,—v,)|< ; 
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C. Es gelten (20) und (23)!!). Wie im Fall A, bzw. im Fall B ist nun 


lay tive) <A TE es 


+ivy|< 


d.h. (man beachte (18)) 
ge 


| u,—uy + i(v,—v,) 
° 
so dass (24) jetzt in allen Fallen gezeigt worden ist. 
Wir behaupten nun, dass die Annahme 
Neen tott Ont to «ot als (25) 
zu einem Widerspruch mit (24) fiihrt. Denn weil aus (15) folgen wiirde 
Zn+i == Zari: Wn+i = Wht, 
ware fiir wenigstens ein » (1 =v=n) mindestens eine der beiden Un- 
gleichungen z, z;, w,f wy erfiillt; daher wiirde wegen (15) fiir dieses 


vy wenigstens eine der beiden Ungleichungen u, # u,, v, # v, gelten, also 
wegen (25) und (8) 


|u,—uy +i(v,—v,)|= 


fie N= tact . (26) 


Fiir m=3 gilt (man beachte y=—1,1=2) fiir jenes v 
feo ile. oe N= Min (1, 13 GH... . 27) 


Sowohl (26) als (27) steht mit (24) im Widerspruch, und damit haben wir 
(25) widerlegt. Es gilt also wenigstens eine der beiden Ungleichungen 


J ur , uy 
Unti F Unt, Une F Unt 


aus der man mit Hilfe von (8) die Richtigkeit von (26) und (27), jetzt 
aber fiir y—=n-+1 folgert. Wir haben also gezeigt: 


| tn41— Un+1 =f i (Un+1 — Uns) |= Ley ae ats (28) 
Wir setzen jetzt 
Xe Fe Xy— 7 Vgz=9r— Yr (yee 2 an He 1), ) 


ee ee ety, ia aid OE | 


~tilim \ 

== Kau > ay Wome Yai. ) 
11) Der Fall, dass (21) und (22) gelten, fiihrt man durch Vertauschung von 
(ie et is Bass Vie -0-. Un Und) und (a1,..., ideas U1 nes Une Cadi) 


auf diesen Fall zuriick. 
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Wegen (15) und (8) (man beachte, dass die Se (17) in (8). ein- 
gesetzt, die Punkte (16) liefern) gilt dann. fiir: y= 1, 275.55 


a, —u), +i(v,—v)=2,—z +i(w,— wr) 


aw, +4- Y,—a, Xn+i + (@ ME. a Yous 


+i ey. —By Xnsi— Gas 2 ae 


=— P,—9#d, Q, 


sowie 


Unei— Ung + i (Un41 —vn+1) = AA + Yar +i at! Yow QO) 


Wir zeigen jetzt die Ungleichungen: 


1=lO)<2 (24 O24 5 
| P, at (vo='l, 2). ccank «eee 
| P,— ~6,Q) /Qr<m (1 +6) = ORS nh eee 


Es folgt (32) wegen (31) sofort aus (28) und (19), weil wegen (18) 
2e <0 ist. 
Zum Beweise von (33) und (34) unterscheiden wir drei Falle. 


Fall 1. Es mégen nae und (22) gelten. Subtraktion liefert wegen (30) 
und (61) firs =f, 2 
ms tn" |Q| 
| P, Gy Q | ct a n+ tee a 


also erst recht (33). Weil eke das geometrische Mittel von n+ 1 
absoluten Betragen héchstens gleich ihrem arithmetischen Mittel ist, hat 
man: fir -9<=\, 2... a2 


<2)! 2248 Tee 


nt+1 pnt 
Apet —6,Q\¢4+ 7 eee 


n-+1 


Qn+l ntl | Owe: 


pee | ¢n 
| P, 6,Q| t (n+1)"+1a ——— 


Die rechte Seite dieser Ungleichung ist wegen (35) hédchstens gleich 


E ere ee) 


wir haben also fiir v= 1,2,...,n 


n+1 


n+1 


| aa 
Deo Orr He he <(i pet < (1430) 27 <(1 +s 


wegen (18), so dass auch (34) gezeigt worden ist. 
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Fall 2. Es mégen (20) und (23) "') gelten. Also ist 


2°71 n® | unas + ions | 


|u, tiv, |t<1— G+ la og 
1 
chietlecis} EAs 
[ay rim |t< *) | Unti tivnsi| §’ 


d.h. wegen (30) fiir y=1,2,...,n 


1 
|P—4, Q|¢<} (l+<)a 2741 n® | tna + ivnss | I, O36) 


| unt1 + iva | (a ip" a 


Wegen (23) folgt also sogleich 


~ 2 ae 


2 1 ‘ 
|P--8,Q\e< (7) a) +&<247e2<2+6 


wegen (18), d.h., es gilt (33). 
Wir setzen nun 


[unr + ivnss| _ (- rs at (1+¢’); 


a 2n 
| une + ives | se (= 5 at (ie), 


a 


so dass wegen (20), (23) und (18) 


Gye ge it earl es ieee . (7) 


n+] 
und ferner wegen (31) 
ee i / 
eee at)... «G8 


ist. Statt (36) kénnen wir dann schreiben (v—1,2,...,n) 


1 


eat 2n Gee ea 2p (1 2’) + of 


l—e n+ 1 
AUT, ete eer e(:) 
2n 2 : 
< seemed 
(n + 1) q” 
wegen g>1 und (18). Wegen 
1 ) aa 


Joes | Jef Voeaaaee ees 
a! tla 
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(Mittelwertsatz) hat man 


2p 2n 
Ge ind? Gebers te lem 
n 


2n a2 2p 2 2n "7 
(n + 1) q” (nl) (pag) 


Aus (39) geht also hervor 


2 B 
[P36 0\ ec IO ee ee 


an (n+ 1)(p+q)" a” ae 


also wegen (38) 


<(l4e)® 47 (p +a)" (ett) a fete CA be LT BL Le e<148 


wegen (37) und (18), so dass auch (34) gezeigt worden ist. 


Fall 3. Es mégen (21) und (23) gelten. Dann ist also 


a 
eo ie fre) ees PI: 


| Un+1 = iVn+1 | 


1 
jut + ietle< | Te Ce 


| Uns + ien41| ae 


so dass wegen (30) gilt 


|P,—d, Q|t< 


1 
i) n 
es. arate + 


. (40) 
i di 
ndGeeeearee eh ( tae amar 2) 


Aus (40) folgt wegen (21) und (23) sofort: 


at 


1 
ce ae zy —2<24120 <2+46 


23 


(wegen (18)), so dass (33) schon gezeigt worden ist. Wir setzen jetzt 
(siehe (21) und (23)) 


ui, +i v; n | n : uw . ” n 
[nt nv] =P & ) (l—e y eeanichivess| (sa) (1—’) 


a 2n a 


(41) 
mit Pi > a3 qi > la=q 


(die letzte Ungleichung kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit 
angenommen werden). Wegen (32) und (41) folgt dann sofort 


(Qt AAA VO 
Bee | og) Us. ss (02 
und aus (40) und (31) geht fiir »—1,2,..., n hervor 
E 
z al 2n \ (1te\" 
\P, el ~+ °) GF) eee) oe eats 
yee : 
Wir bemerken noch, dass aus (32) folgt 
neg Ee er ek ets) 


Nach dem Mittelwertsatz haben wir 


1 1 1 1 
ae a 1 2s 
Pe eet i) npr gy’: 
(wegen p;=—q;) und also wegen q, >1 und (42) 


1 
2nd Cur eee 
pe gi tei +h)" 


1 
n Ls 
egy (224) aoe A, 
A. n 
|Q |" 
so dass aus (43) fiir y—1,2,...,n hervorgeht 


1 

a" a 1+e\" ee 

|Q\ 
wegen (18) und (44). 

Wir haben nun bei beliebigem positivem 5 die Existenz eines Systems 

von ganzen Zahlen P,,P2,...,Pn, Q aus K (i lm) mit (32) (33), (34) 
und damit nach der Bemerkung 1 beim Satz 1 (man beachte (11)) die 
Richtigkeit dieses Satzes gezeigt. 


Mathematics. — The conformal Dirac. equation. By J. HAANTJES. 
(Communicated by Prof. J. A. SCHOUTEN.) 


(Communicated at the meeting of February 22, 1941.) 


Introduction. 
Several authors have tried to establish conformal wave equations’). 


By conformal wave equations is meant wave equations which depend 
only on ®pi = gni (— g)—*, (G= Det gai), and which are therefore invariant 
under conformal transformations of the fundamental tensor: gin—> 0? gin. 
In one of his papers Dirac has been lead to the following statement: 
“it seems that there is no simple way of getting a wave equation in 
conformal space corresponding to the ordinary wave equation for the 
electron’’’). In the present paper we try to show that this statement 
has been somewhat too pessimistic. It will appear that the DIRAC equation 
in the unchanged form for particles without mass is a conformal wave 
equation and that the DirRAC equation for mass-particles is conformal 
invariant if we assume that the mass m becomes multiplied by o~' if 
gin is multiplied by o?. This means that a transformation of length with 
@ is attended with a transformation of mass with @—! or that m (—@Q)*is 
invariant under conformal transformations. Under this assumption the 
physical dimension [ML] is invariant as may also be presumed from 
PLANCK’s constant h (Dimension [ML? T-']). This transformation of m 
is in accordance with the results obtained in a paper by SCHOUTEN and 
HAANT]JES ') as well as with the result of a recent paper?) in which a 
physical interpretation has been given of the invariance of the MAXWELL 
equations under conformal transformations. The results obtained in that 
paper will be used in the second section. 


1. The DiRAC equation. 
Let 
ds* = gin dx! dx", (h, t «.s53 1,2; 3,4), 5 2 rr 


where the quadratic form is of signature (~-——-+L), define the metric 
of the space-time V, of general relativity. 


1) A. M. DiRAC, Wave equations in conformal space, Annals of Math. 37, 429—-442 
(1936). — O. VEBLEN, A conformal wave equation, Proc. Nat. Acad. of Sc. 21, 484—487 
(1935). — J. A. SCHOUTEN and J. HAANTJES, Ueber die konforminvariante Gestalt der 
relativistischen Bewegungsgleichungen. In this latter publication the definition of conformal 
invariant equations is somewhat different from our definition. Proc. Kon. Akad. v. 
Wetensch., Amsterdam 39, 1059—1065 (1936) 

2)" Lice p, 442, 

3) Die Gleichberechtigung gleichformig beschleunigter Beobachter fiir die elektro- 


magnetischen Erscheinungen, Proc. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam 43, 1288—1299 
(1940). 


. 
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In order to introduce spinors in our space we factorize the fundamental 
tensor gin 


Jih =; Gy =F (aia,+ ana), . . . . . . (2) 
where a; are non-commutative matrices of four rows and columns. The 


quantity a; may be written as a;4, (A,B,...—1,...,4) and represents 


a co-contravariant affinor of the second rank in the spin space of four 
dimensions. With each point of the space time is associated a spin-space 
E,. The vectors of this space are called spinvectors and are denoted by v4, 

In spin space a covariant differentiation with parameters A iB is intro- 


duced by the following conditions 


= h 
Vi aA, = 0; a4 3— | 2 ditg + At, a;,— AS, a;*,=0 . (3) 
AY = meee Mass haat ee Pics, aeget OLE) 


The second condition is invariant because in the spin space we restrict 
ourselves to linear coordinate transformations of unit determinant. 

The solution of the equations (3) and (4) can be obtained in a more 
simple form if we introduce a spinor a;4,—a°4,, which satisfies the 


following equations 


= epery | 
as 
rr ee VS) 


as aj + a; a, —0, 


A. 
Gee es 


where a4 is the unit spinor. It is known that such a spinor exists *). 


So we have 
ee pe ae eh 2): a5 Ly gas = 0. i. (6) 


Now every co-contravariant spinor P*, can be linearly expressed in 
terms of the following 16 spinors 


A__gA a*), agtA 


tee Meee V5 


abil, = (a z 


Using this theorem it follows from the equations (3) and (4) by a rather 
extensive calculation 

; 1 | 

Aj ve ( oi:A = (0) a p) aR 6 Oi 8g— 


TESS NOS (8) 


4) Comp. f.i. J. HAANTJES, Die induzierte kovariante Ableitung fiir Spinoren. Proc. 
Kon. Akad. v. Wetensch., Amsterdam 41, 155—160 (1938). 


5) This equation has been taken from the paper referred to in footnote +), in which 


paper the calculation is carried out. 


Proc, Ned. Akad, v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLIV, 1941. 2) 
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eee i | are the CHRISTOFFEL symbols of giz. From (6) follows 


(wi 
( x ) h a8 
however the vanishing of « and , whereas the} ¢ are inden- 
(wi us) ij 
tical with the CHRISTOFFEL symbols derived from gin. 
We now consider a conformal transformation of the fundamental tensor 


Thi = aa Ghi-- . . . . rs ° . . . (9) 
Then introducing the spinors 
‘a4 j= oaA,: “a =ao7 a, a 
we have 
Gat =" Opé’ Gna 2 0, 55 = 0% or a eee 


where o is a function of x". 
The covariant differentiations in space-time and in spin space belonging 
to the metric g’,,; are defined by the vanishing of the covariant derivatives 


+ 
of gi,, and ‘a4, respectively. This leads to parameters S and A iB" 


(ij) 
We have 


hy h h h h hx oh 
ji — ji + Ajo; + Aj o;—gi; 0", (Ai = 47, o4,=0; logo), . (12) 


whereas 48 is given by an expression, which is obtained from (8) by 


replacing 


‘ Coe i and a, by ’a,—=oa,. Thus, taking in considera- 
jeS (ju 
tion that 0, —0, 


Ajh = A}p — 4 (Aj on + Aloj—gijo%) Ag + 


1 Cae EA XC ie 3D) oben aA 
+759; ic Ox B+ yy Oj ODay Fai ca. B 


; 13) 
aly, See\ A A rae” ( 
= Ajp— 4014.72 — $0; aR +4 0! ajj*p + $0; ab 
A yea 
= Aja +30! aie. 
Here we have used the following indentities 
=0, «fA 
= 4,07 del oS oe (14) 


A 
Oa =03 


We may write the Dirac equation in general relativity in the fol- 
lowing form 


amen e 
alte (# Vive— = pyy°) + med ys= arnt 
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where 9; represents the potential vector and « stands for the spinor 
geen, ey a caer or Se ee 
os a? oO oO 234470 @ Watinin. «6. (16) 


inijk Tepresents the unit four-vector °). In order to investigate the conformal 
invariance (gauge invariance) of this wave equation we consider a 
conformal transformation of the fundamental tensor and compare (15) 
with the DiIRAC equation belonging to gj. This latter equation is obtained 
from (15) by replacing (comp. (10), (13) and (16)). 


at by oa 
A A koe A 
Ajp by Aja +4o' aj iis Pith 
a® by ‘all ’a? ’a3’a4) 1234 = 0-4 all a? a3 al (64 i234) = 0°, 
Moreover we write m’ instead of m because there is a possibility that 


m changes under the gauge-transformation. Hence this wave equation 
becomes after multiplying by o (ommitting the spin-indices) 


eet eae en Sina) iy og ret salen aes 
at > iv +A; yp’) - Pi Y¥ aaa o! (aj; aj — a; as) p +] (18) 
eC Ok 


Now 
ba o al (aj a; —a; aj;)= us o! (8a;—2g:; a) =e o! aj (19) 
Thus the equation (18) can be written as follows 
a} Vyw' = piv +5 oy’ om ca®y’=0. . ([20) 
We now assume 
peaareemere cl ols Piles sue oleh 


which means that the mass alters under conformal transformations of the 

fundamental tensor in such a way that the mass m becomes: multiplied 

by o-! if the fundamental tensor is multiplied by o'. Under this as- 

sumption the physical dimension [ML] is invariant. This is also in 

accordance with the dimension [ML?T~'] of the physical quantity h, 

which we have treated as a constant. (Comp. SCHOUTEN-HAANTIES l. c. '). 
Under the assumption (21) it is easily seen that 


ee ea eh Bae ys (22) 


is a solution of (20) if y is a solution of (15). It would however not 


6) For the definition of i,; ;~ compare J. A. SCHOUTEN and D. J. STRUIK, Einfiihrung 
in die neueren Methoden der Differentialgeometrie I, p. 53. 


2a 
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be correct to conclude from this result that the DiIRAC equation should 
not be invariant under conformal transformations. On the contrary in 
the following it will be shown that the wave function wy’ with gin as 
fundamental tensor leads to the same physical results as the wave function 
wy with gin as metric tensor. 
Let wag represent the hermitean fundamental tensor in spin-space 
for which 
oat— aw 2 OO «> an eee) 


where a barred letter means the complex conjugate quantity ’). Then 


gy DA pBe See es ee 


represents the probability function. In order to obtain the probability 
belonging to a 3-dimensional volume element the quantity (24) has to 
be multiplied by the volume dw and it is this probability which has a 
physical meaning. If we now pass to the fundamental tensor gni the 
expression (24) is multiplied by o~3, as a consequence of (22), whereas 
dw becomes multiplied by o7, for every length is multiplied by o. 
So the probability belonging to a 3-dimensional volume may as well 
be computed from y’ and gh; as from p and gni. 
Another result of (22) is that the current vector represented by 


sty wala, .. 2 eee eee 


as a consequence of (10) and (22) is multiplied by o~* under the con-~- 
formal transformation, as a current vector should do. For the current 
vector density §) 


bel 


gh — sh(—g)}. (26) 
of weight + 1 has a physical meaning and therefore has to be invariant. 
Thus the current vector deduced from yw’ and gi leads to the same results. 

Therefore, an observer looking upon gn; as the metric tensor of space 
time and using the DIRAC equation belonging to this tensor as wave 
equation will find the same physical results. This states that: 

The DiRAC equations for particles without mass is a conformal wave 
equation, whereas the DIRAC equation for mass-particles is conformal 
invariant if we assume that the mass m becomes multiplied by o- if 
the fundamental tensor is multiplied by o?. 


From the physical examples above we see that it is not wA but the 
density 
xis (— gts nA » (27) 


of weight $, which has a physical meaning and which is invariant 


‘) We do not prove here that such a quantity exist; it would carry us too far. 
Comp. f.i. the paper referred to in footnote 4). 


8) Comp. f.i. SCHOUTEN-HAANTJES l.c. 1), p. 1059. 
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under conformal transformations. The probability density f.i. (comp. (24)) 
is represented by the function 


a te SS GT PRS ane 28) 


From the DirAC equation for y4 a conformal invariant differential 
equation for 74 can be derived. But before doing this we have to introduce 
some conformal invariant quantities: 

a. As the a‘ are not conformal invariant we introduce the conformal 
invariant densities 6; and f! of weight —+ and + 4+ respectively 


Bite et: gp ma(—p)ttal os... 2.” (29) 
which satisfy the equations 
& (8: By + By B)=Giz=(—G)' gi7. « . « . (30) 


This conformal tensor density &;; of weight —+ will be used for the 
raising and lowering of indices. We have f. i. 


pee ne re eae eS ao. 2 8r( 31) 

b. The quantity inijx, used for the definition of a° (16) is according 
to its definition equal to 

PY) eae dt | er rr aes «| 


Wnijx being the unit 4-vector density of weight —1°). Thus a may be 
expressed in terms of #; in the following way 


a9 = at al al al inis = 3 BBY BF BE tage = BO. “4 (33) 


From this equation it follows that a° is conformal invariant. 
c. We have already seen that the mass m changes under conformal 
transformations. Therefore it is convenient to introduce 


Meroe aa Se. ky a Te GF) 


a quantity with the physical dimension [ML] which is according to (21) 
invariant under conformal transformations of the fundamental tensor. 

The differential equation for 74 is obtained from the DIRAC equation 
(15) by multiplying with (— g)*(—g)**=(—g)**. Using 


ga a ee C-) 


we get 
pite(* ae oy) + me Biz =0, een OO) 
which equation will be called the Dirac equation for x4. It is however 


9) Comp. SCHOUTEN-STRUIK I, p. 53. 
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not at once clear from (36) that this equation is a conformal invariant 
one, because it involves the operator Vj. But as we will see B/ Vj; xz is 
invariant under the transformation gni—> ogni. We have 


; 3(A 
Ble V8 =Bl40(ay2?— 3) bx? + Afea)) cand ete 


Under a conformal transformation zy and #/ are invariant, whereas 


(comp. (12), (13) and (19)) 


eas Walt Les aha Ne ena ny a 
ppt} Tho ae ——tp ie 30; 2 
pi Aj > Bi Ay = Bi Aj + 4 B (aj a'—a! aj) 0; 

= Bi Aj + $0; Bi. 


From these transformations it is seen that (37) is invariant and so we 
have found (36) te be the conformal invariant DIRAC equation for x. 

All the physical quantities, deduced from yw, may be expressed in 
terms of f! and y. The expression for the current vector density (26) of 
weight + 1 f.i. is 


(38) 


Shay wo Bly? 7 eee ee 


2. The physical interpretation of the invariance under conformal 
transformation in special relativity. 

The physical interpretation of the conformal invariance has been 
given in a former paper '°). We give here a brief summary of the results. 

Let O be an observer at rest with respect to a system of GALILEan 
coordinates belonging to the fundamental tensor gn; and O’ an observer, 
which has a constant acceleration ac? with respect to O. Then the 
system of GALILEan coordinates may be chosen in such a way that the 
worldlines of O and O’ are 


O: x=x?=x3—0 


; ; ¢ (40) 
O’: a} (x})\—(x4} +2x1=0, x27 =x3=0, 
and 
911 = 922 = 933 =~ gu =— bs on =O ee 
If we now pass to the coordinate system (h’) by the transformation 
x! = Ls a Oy x oe 


1 + axi—t a? Vij xi xl 


. .(42) 


ee 


xt = 
| 4-.ax!—4- a? Gig ex 


(a2=273/4) 
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the worldline of O’ obtains the form 
Rote seq) ie Ee Ou Ge). 


This equation shows that the observer O’ is at rest with respect to (h’). 
The system (h’) is of course not a GALILEan one with respect to Jin 
because gin has the components 


gi —— g2'2' sar 93'3' = -— Jaa —_- o-2 = _——- (1 + axi—1 a? Jij x! x7)? 


git =0 (h’ Fi’) 


But as this equation shows the system (h’) is a GALILEan system with 
respect to the fundamental tensor gnj—o?gni, where o? is defined in (44). 

If now a physical law is conformal invariant, it means that it is 
invariant under a transformation gni—gni. So the fundamental tensors 
gni and gn; and therefore the GALILEan systems belonging to gj; and ghi 
are equivalent with regard to this law. This means however that the 
observers O and O” are equivalent. We have thus the result: 

The conformal invariance of physical laws means the equivalence of 
observers, which have a constant acceleration with respect to each other. 

The results of § 1 may now be brought in another form. The observer 
O considers gin as the metric tensor of space time. As wave equation 
he makes use of the DIRAC equation 


(44) 


ait, (7s vo—< oy 6 )+ mea? y= 0, EAS) 


where the a! are chosen to be constant. One may take f. i. 


eet a? =i, a =i, alt) =—i 

@A,: a,=—1, o?,=—I1,a%,=—1, at, =1 

Mg: Pa oi, =i a=i |. . (16) 
hy: ati ami, a =— i, ol, =i 

ga Ot, i, Pi at 


The observer O’ however looks upon gh; as the metric tensor of 
space time. He uses the wave equation (18) 


cing (A Vie— Levi) tacoma... on 
é : 
Here 


’a=o-a, m’ om, o=(ltax'—tagijx'xi)', . (48) 


whereas \/j denotes the covariant derivative with respect to the metric 
‘tensor gin. We now pass to the system (h’), a GALILEan system with 


a4’, 


Boz 


respect to the fundamental tensor gin. The components a’ will depend 
on x", but it is possible to choose a coordinate system (A’) in the spin 
space such that the components a’/’4’,, and a°4’,, are the same as wee 
of a@4, and a°4,, with respect to (h) and (A). The transformation (A)—>(A’) 


is the linear transformation with coefficients 


(1+-4ax!—liax’)ot = fa(x?-++-x*Jo? 0 0 
—ta(xe—x'*)o = (1+ dax!4 tiax?)o? 0 0 
0 0 (It-tax!+tiax)ot  4a(x3+ ‘Jot 
0 0 —ta(x3—x'‘)ot (1+4ax'—tiax’)o? 


As g’nij and a’; have constant components with respect to (h’) and 
(A’) the operator V’; in (47) written with respect to these systems may 
be replaced by 0;. Thus using the systems (h’) and (A’) the observer O” 
may employ the same wave equation as the observer O. As has been 
pointed out in § 1, his solution y’4’ leads to the same physical results 
and is connected with the solution y4 by the formel (comp. (22)) 


pe Sothkeg wt ee 
Recapitulating we have arrived at the following result: 

The observer O’ looking upon giin as the metric tensor of space time 
may use with respect to his preferable systems (h’) and (A’) the same 
DiRAC equation as the observer O with respect to the systems (h) and 
(A). The observers O and O’ are physically equivalent. 
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Geology. — Major geological cycles. By PH. H. KuENEN. (Communicated 
by Prof. F. A. VENING MEINEsz.) 


(Communicated at the meeting of February 22, 1941.) 


It is well known that the major activities of geological forces are not 
distributed arbitrarily through time, but that distinct pulsations can be 
detected. These rhythms are partly of short duration. Thus in sedimentary 
series yearly rhythms or pulsations of several years or thousands of years 
are often evident. Probably clymatic cycles are the major cause of these 
phenomena. But there are also more leasurely recurrences, to be measured 
in millions of years. Stille and Grabau are the chief exponents of this 
point of view and Umbgrove!) has recently summarised what is known 
concerning these matters. The present author 2) attempted to show that 
internal, deepseated causes must be held responsible for the rhythmic 
transgressions and regressions resulting in the repeated sedimentary cycles. 

Finally there is the longest and grandest cycle of all, that consists of 
general geosynclinal sedimentation, followed by orogenetic activity and 
closing with magmatic intrusion and elevation. The Calcedonian, Hercynian 
and Alpine cycles have long been distinguished and have proved to be of 
worldwide importance. Of latter years, however, there has been a tendency 
to divide these into the shorter periods mentioned above and doubt has 
arisen whether the major cycles can be upheld as separate units. May it 
not be that arbitrary clusters of shorter cycles have been united to form 
the major cycles, in a time when geological knowledge was not yet far 
enough advanced to show the complex nature of such an orogenetic period? 

The soundest argument in favour of upholding the major cycles would 
be to show, that they can also be distinguished in the earlier history of the 
earth. This demonstration would be of the greatest importance in finding 
an explanation of the major rhythms and moreover it would furnish indi- 
cations as to whether the earth is ageing in a dynamic sense. 

Amongst Scandinavian geologists Sederholm has ranked foremost in 
demonstrating the cyclic nature of the orogenetic and magmatic activity in 
the Pre-Cambrian. Nevertheless the impossibility of correlating the cycles 
of widely separated area’s of ancient rocks, has hampered the development 
of a system of general applicability and therefore of demonstrating that 
for the Pre-Cambrian the major cycles also extend over the entire world. 


1) On rhythms in the history of the earth. Geol. Mag,., Vol. 76, 116—129 (1939). 
2) Quantitative estimations relating to eustatic movements. Geologie en Mijnbouw, 


_ 194—201 (1939). 
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The correlation of these ancient happenings has entered a new phase 
now that radioactive determinations of age are gradually accumulating. 
“In 1937 HoLMeEs in his booklet “The Age of the Earth” brought together 
the reliable radioactive age determinations then available. He was able to 
show that the ages of European and American minerals are concentrated 
in a number of periods of intrusion, divided by barren epochs in which 
intrusive activity evidently slumbered. He was even able to place the ages 
of minerals from these districts in the cycles distinguished by geologists, 
thus giving a first tentative correlation between American and European 
orogenetic cycles of the Pre-Cambrian. 

It appears worthwhile pushing these investigations further, because of 
the great theoretical importance of establishing Pre-Cambrian cycles over 
the whole world. It is hoped that the following attempt to do so, will induce 
a specialist on radioactivity to take the matter up. 

To form an estimate of the value of the available data not only the 
European and American, but all the determinations given by HOLMEs have 
been brought together in our table and the ages given by NIER') since 
then have been added. In fig. 1 they are shown graphically. A few technical 
remarks must be made. The ages have been rounded off to the nearest 
5 million. When several determinations are available on the same kind of 
mineral from the same locality they have been averaged, but where different 
kinds of minerals have been investigated from the same locality they are 
given separately. The determinations by NIER are in thick print and are 
given irrespective of the same mineral having been listed by HOLMEs, 
because of a different method having been followed in the examination. 
A question mark is affixed to the less trustworthy determinations. 

In the right half of the figure the periods of intrusive activity are marked 
in black, the barren stretches being left white. The ages with a question 
mark in the table are given on the left side of the neighbouring time-line, 
the more trustworthy figures on the right. 

It will be seen that 5 of the 61 ages listed, fall outside the active periods 
as assumed. As some of the minerals examined may have been formed in 
bodies that were intruded between orogenetic periods and as the accuracy 
of the determinations is not assured in all cases, we could hardly expect all 
the points to fall within the active periods. 

It might be supposed, that an arbitrarily chosen set of ages would always 
show clusters and could therefore be divided into cycles, without any 
deeper meaning than that they were due to the rules of probability. For 
the cycles with only a few determinations this might well be the explanation. 
But the clusters between 10 and 11 or 8 and 9 hundred million years can 
hardly be attributed to mere chance. 

Moreover, the fact that a cluster occurs both in the Calcedonian period 
between 3 and 4, and the Hercynian between 2 and 3, goes far to show 


) Report of the Comm. Measurement of Geol. Time, 76—81 (1938—1939). 


70 
220 
ISO 
60 
so |!!0 
50 
250 
200 
40 
I6O 
120 
=o [ice 
70 
6O 
170 
110 
80 
200 
120 
tay Pe 
50 
50 
220 
170 
70 
220 
150 
50 


Fig. 1. Graphic representation of the radioactive ages, showing division 
in active and dormant periods. On the left three groupings found by a 
roulette-system of chance. 
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TABLE OF RADIOACTIVE AGES. 
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Ages in millions of years. From data by HOLMES and NIER. 
The ages by NIER are in thick print. Less trustworthy figures with a question mark. 
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that the radioactive ages are definitely concentrated in orogenetic periods. 

Still, in order to make sure, three tests were made in each of which 
61 arbitrarily determined points 1) were drawn on a time-line, 18 of these 
on the left. The results are shown on the left of our figure. It will be seen 
that although there are clusters and open spaces, the points are far more 
regularly spread than of the minerals, thus emphasizing the high probability 
that some factor controls the spacing of the radioactive ages. 

Once this principle is accepted the cycles that are founded on only a 
few data appear more trustworthy, although their length and exact number 
of course remain questionable. 

The existence is thus demonstrated of definite periods of intrusion 
divided by inactive periods of greater length and this bears on fundamental 
problems in geology and geophysics. 

Although the Post-Cambrian major cycles can be each divided into 
shorter cycles, the fact that the larger units extend right back into the 
youth of our earth, shows them to be not merely an arbitrary cluster, but 
the fundamental rhythm of our earth’s dynamic evolution. 

For the Post-Cambrian cycles it has long been established, that the 
orogenetic activity awakens over widely separated area’s simultaneously 
and that intrusion of larger bodies was limited to the same active periods. 
This rule is now seen to hold good for all periods. The magmatic period 
of just over 1000 million years is marked by eleven determinations and 
these come from minerals from Europe, Australia and America, The 
following period has 7 points derived from Europe, Africa, Asia, Australia 
and America. In the Pre-Cambrian orogenetic and magmatic activities are 
evidently not only periodical, but also world-wide in the same manner as 
in the Post-Cambrian period. 

This fact clearly shows, that the ultimate cause must lie below the crust 
and must be world-embracing. We cannot conceive of an intercrustal 
mechanism, which brings about orogenetic activity simultaneously in the 
granitic continents, divided by basaltic oceans, that are several thousand 
kilometers across, while the thickness of the crust is only a few dozen 
kilometers. Neither can a theory be satisfactory, that attributes diastrophism 
to a local cause, no matter whether the substratum of the crust is thought 
to play a part in the explanation or not. If a theory is such, that the length 
of a cycle would depend on locally varying factors (resistance, temperature, 
chemical composition, dimensions, etc.) this theory is either incomplete or 
fundamentally wrong. 

Another important point is the absence of any indication that the earth 
is ageing in a dynamic sense. In the first place the fact, that from earliest 


* 1) As there are 360 possible ages of 5 years between 0 and 1800 the revolving stage 
of a microscope could be used, by turning a large and varying number of times, in both 
directions without looking and then taking the reading. The first 18 of these were used 
as “less trustworthy” on the lefthand side of the time-line. 
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times intrusive activity was limited to definite short periods, goes far to 
establish the absence of ageing. The general picture obtained from studying 
basement complexes is that of a thin and highly mobile crust, almost con- 
stantly invaded by granits or convulsed by diastrophism. Sederholm’s 
conception, that a limited number of cycles have occurred is amply con- 
firmed by the data on radioactive ages. But the picture derived from the 
latter goes even farther, for not only are there cycles in the Pre-Cambrian 
but they are no shorter in duration than the more recent cycles. True there 
are accidental variations in length, but no progressive lengthening. 

Finally it is of importance to note, that the eleven periods of activity 
are of an average length of 50 million years, the longest being 80. The 
intervening periods on the other hand are no less than 120 million years 
on an average, varying from 50 to 200. (Where there are only very few 
points in an active period the length is arbitrarily fixed). 


Summary. 


It is shown in extension of HOLMES’ correlation of Pre-Cambrian cycles, 
that for the whole length of time covered by the data, radioactive ages — 
and therefore times of intrusion — are limited to short active periods, 
divided by longer periods of quiescence. The periods of activity are of 
worldwide importance. There is no apparent lengthening of the cycles thus 
established, or any other indication in the data of an ageing earth. 


Palaeontology. — Azolla filiculoides Lam. uit de Paludina-klei van Berlijn. 
Door F. FLorscutirz. (Aangeboden door Prof. L. RUTTEN.) 


(Communicated at the meeting of February 22, 1941.) 


In 1938 kon melding worden gemaakt van 17 plaatsen, verdeeld over 
6 provincies, in Nederland, waar Azolla filiculoides Lam. in pleistoceene 
afzettingen voorkwam 1). Voortgezet onderzoek heeft dat aantal inmiddels 
tot ongeveer 25 doen stijgen. 

Deze, thans in Amerika thuisbehoorende en adventief in Europa 
groeiende, Azolla was derhalve vroeger in ons land regionaal verbreid. 
Haar overblijfselen zijn blijkbaar gebonden aan sedimenten uit het Mindel- 
Riss-interglaciaal, den horizon van Paludina (Vivipara) diluviana Kunth 2), 
de ,,klei van Neede’’. Daarnaast schijnt Azolla tegeliensis Florsch. als 
»gidsfossiel” van zoetwaterafzettingen uit het Giinz-Mindel-interglaciaal, 
den horizon van Paludina (Vivipara) glacialis Wood 2), de ,,klei van 
Tegelen’’, te mogen worden beschouwd 1). 

Buiten Nederland werd Azolla filiculoides in het midden-Pleistoceen van 
de Wolga aangetroffen 3). Opmerkelijk is, dat tot dusver niets bekend 
werd van het fossiele voorkomen van dit watervarentje in het uitgestrekte 
tusschengebied en in het bijzonder, dat in de Paludina-klei van Berlijn geen 
sporangién van Azolla werden gevonden. Ik was dan ook Prof, GOTHAN 
zeer dankbaar, toen hij bereid bleek, mij, bij gelegenheid van een bezoek 
aan de Geologische Landesanstalt te Berlijn in het voorjaar van 1939, 
enkele monsters van die beroemde klei ter nader onderzoek af te staan. 

De monsters, die alle Paludina diluviana bevatten, waren als volgt ge- 
merkt: 


N°. 1: Paludinenbank Képenick bei Berlin. 

, 2: Paludinenbank Tivoli bei Berlin. 

3: Wasserwerk Friedrichshagen; Tiefe 47.3 m. 

, 4: Bohrung 2, 1938, der Charlottenburger Wasserwerke; zwischen 
30.15 und 34.20 m. 


In elk der vier monsters waren macrosporangién en massulae met 
microsporen van Azolla filiculoides Lam. aanwezig, een nieuwe steun 
van de opvatting, dat de Paludina-klei van Berlijn en de ,,klei van Neede”’ 
in hetzelfde interglaciaal zijn afgezet. 


1) FF. FLORSCHUTZ: Die beiden Azolla-Arten des niederlandischen Pleistozans. Recueil 
des travaux botaniques néerlandais, 35 (1938). 

2) P. TESCH: Lijst der land- en zoetwatermolluscen aangetroffen in de kwartaire lagen 
in Nederland. Mededeelingen van ’s Rijks Geologischen Dienst, Serie A, N°. 3 (1929). 

3) P, A. NIKITIN: De quartaire flora van de Beneden-Wolga (Russisch). Troedi 
Komissii po isoetschenijoe tschetwertitschnogo perioda, III (1933). 
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Zooals de teekeningen laten zien, zijn ook de fijnste details (schuim- 
structuur van de drie ,,drijvers’”’ en van de massulae, haakjes der glochidién, 
haren van het perisporium) in de fossielen goed bewaard gebleven. 


mM a aot 
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q eee (\ A. v. S. ad nat. del. 


Fig. 1. Macrosporangium van Azolla filiculoides Lam. uit de Paludina-klei 
van Berlijn. Grootte: 460 wu. 


d = ,,,drijver p =  perisporium; 
ma — macrospore; m = massula; 
mi = microspore; ; g = glochidium. 


Behalve overblijfselen van Azolla, werden in de Berlijnsche monsters 
macro~ en microsporangién van Salvinia cf. natans All. gevonden, een water- 
varentje, dat in Nederland niet alleen in den eersten en den tweeden 
tusschenijstijd algemeen was, maar zich hier ook in het Riss-Wiirm-inter- 
glaciaal, toen Azolla vermoedelijk reeds was uitgestorven, heeft kunnen 
handhaven +). Zelfs heeft het nog in de warme Atlantische periode van 


*) F. FLORSCHUTZ: Fossiele overblijfselen van den plantengroei tijdens het Wirm- 


glaciaal en het Riss-Wiirminterglaciaal in Nederland. Proc. Kon. Akad. v. Wetensch. 
Amsterdam, 33 (1930). 
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het Holoceen deel uitgemaakt van onze flora5), maar sindsdien schijnt 
Salvinia in deze streken verdwenen te zijn. 


De vraag rijst, waarom de aanwezigheid van Azolla in Duitschland tot 
nu toe verborgen bleef. Wellicht moet dit worden geweten aan de afmeting 
der macrosporangién (+ 14 mm), die te groot zijn, om bij de micro-analyse 
onder het dekglas te worden gevangen, maar toch weer klein genoeg, om 
bij het slibben over het hoofd te worden gezien. Ditzelfde geldt voor de 
sporangién van Salvinia. 


Fig. 2. Massula van Azolla filiculoides Lam. uit de Paludina-klei van 
Berlijn. Grootte 150 wu. 
mi — microspore; g = glochidium. 


Het kan dan ook aanbeveling verdienen, bij het slibben van materiaal, 
dat behoorlijk droog moet zijn, alle drijvende ,,stofjes” met een penseel op 
te visschen en onder een binoculair-microscoop te bekijken. 


ZUSAMMENFASSUNG. 


Berichtet wird iiber das Vorkommen von Azolla filiculoides Lam. in den 
Berliner Paludinenschichten, eine weitere Unterstiitzung der Ansicht, das 
die Paludinenbank von Berlin und der niederlandische Ton mit Paludina 
(Vivipara) diluviana Kunth (Horizont von Neede) aus demselben Inter- 


glazial stammen. 


5) F. FLORSCHUTZ and F. P. JONKER: A botanical analysis of a late-pleistocene and 
holocene profile in the Rhine delta. Recueil des travaux botaniques néerlandais, 36 (1939). 
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